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xjLffidatomì  nel  novembre  1837  V  onorevole 
incarico  d'insegnare  il  Calcolo  Sublime  nella 
Pontificia  Romana  Università,  pensai  a  formare 
un  corso  di  lezioni  tali,  che  senza  nulla  contener 
di  superfluo,  potessero  fornire  a  coloro,  i  quali 
frequentano  la  mia  scuola,  le  cc^piizioni  oppor- 
tune per  agevolare  ad  essi  la  lettura  delle  Ope- 
re  de'più  illustri  geometri  de'nostri  tempi.  Ne 
eseguii  ben  presto  una  prima  redazione,  la  quale 
per  altro  non  volli  pubblicare,  se  prima  non  le 
avessi  recate  quelle  modificazioni,  che  l'espe- 
rienza dell'  insegnamento  mi  avrebbe  potuto 
suggerire.  Facendo  ora  veder  la  luce  ad  alcuni 
de'  miei  scritti ,   i  quali  contengono  il  Calcolo 
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difterenziale  non  credasi,  già  che  io  li  stimi  tali, 
quali  awei  desiderato  presentarli  al  pubblico: 
ben  conoscendo  le  molte  imperfezioni  dei  me- 
desimi avrei  tardato  ancor  qualche  anno  a  stam- 
parli, se  a  ciò  non  mi  avessero  costretto  gravi 
ragioni,  che  qui  sarebbe  superfluo  esporre. 

Qual  sia  l'ordine  dell'Opera,  e  quali  le  teo- 
riche, che  più  diffusamente  ho  trattato  nel  Cal- 
colo differenziale,  apparirà  facilmente  a  chiun- 
que dia  una  rapida  occhiata  alla  tavola  delle 
materie.  Avendo  adottato  il  metodo  già  noto 
dei  limiti,  e  degli  infinitamente  piccoli  ;  per 
istabilire  in  generale  i  principii  del  Calcolo  dif- 
ferenziale, come  quello  che  orariconoscesi  il  più 
semplice  ed  il  più  rigoroso,  è  facile  il  prevede- 
re ,  che  ho  dovuto  profittare  più  volte  di  dif- 
ferenti teoriche ,  le  quali  trovansi  esposte  nel 
Corso  di  Analisi ,  nel  Calcolo  differenziale ,  e 
nelle  applicazioni  geometriche  dell'illustre  sig. 
Cauehy.  Ho  creduto  necessario  di  rammentare 
in  una  introduzione  i  principii  di  alcune  teori- 
che algebriche  ,  le  quali  più  strettamente  con- 
nettonsi  all'analisi  infinitesimale;  e  poiché  la  de- 
rivazione delle  funzioni  dipende  immediatamen- 
te dalla  ricerca  dei  limiti ,  verso  i  quali  con- 
vergono le  espressioni 
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per  valori  della  variabile  cu  continuamente  de- 
crescenti ,  ho  stimato  doversi  istituire  una  tal 
ricerca  nella  massima  generalità,  cioè  prenden- 
do per  ^  un  infinitesimo  qualunque,  o  reale,  od 
immaginario.  Determinati  in  tal  modo  i  limiti 
dei  rapporti  indicati  (il  che  era  già  stato  da  me 
fatto  in  una  Memoria  pubblicata  nel  1S41),  con 
molta  facilità  e  brevità  si  ottengono  le  regole 
della  differenziazione  delle  funzioni  di  una  va- 
riabile immaginaria. 

Fra  le  applicazioni  sì  analitiche,  che  geome* 
triche  delle  teoriche  spettanti  al  Calcolo  diffe^ 
renziale,  ho  scelto  quelle,  le  quali  mi  sono  sem- 
brate poter  riuscire  di  maggior  utilità  nel  Calco- 
lo integrale,  e  nella  Meccanica.  Cosi  nelle  appli- 
cazioni geometriche  a  due  coordinate,  ho  credu- 
to dover  esporre  con  qualche  estensione  le  dif- 
ferenti importanti  proprietà  di  due  curve  del 
quart'ordine,  conosciute  sotto  il  nome  di  Ellissi 
del  Cassini^  e  Lemniscata  di  i?677tou22t.  La  co- 
gnizione di  tali  proprietà  trovasi  di  gran  van- 
taggio, allorché  trattasi  d' interpretare  geome- 
tricamente le  belle  formole  dimostrate  nella 
teorica  dei  trascendenti  Ellittici,  nata  per  ope- 
ra del  conte  di  Fognano^  sviluppata  da  Eulero^ 
da  Landen  ,  da  Lagrange  ,  e  da  Legendre  ; 
recata  poi  a  tanta  altezza  pei  successivi  lavori 
dell'illustre  Àbel  di  Cristiania ,  e  del  sommo 
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geometra  sìg.  Jaeobi.  Ho  cercato  dì  dare  alle  di- 
mostrazioni dei  teoremi  fondamentali  un  tale 
sviluppo ,  da  non  lasciare  alcun  dubbio  nelle 
menti  dei  giovani  lettori.  Allorché  ho  conosciu- 
to più  vie,  le  quali  simultaneamente  interessas- 
sero per  giungere  al  ìnedesimo  risultato ,  non 
ho  lasciato  d'  indicarle  tutte  :  persuaso  che 
in  un  libro,  destinato  all'istruzione,  molte  cose 
possono  aver  luogo,  le  quali  altrove  si  giudiche- 
rebbero superflue.  Mi  sono  studiato  in  quanto 
era  da  me  di  dare  al  mio  stile  chiarezza,  e  pro- 
prietà. Che  se  malgrado  i  miei  sforzi  queste 
doti  essenziali  del  linguaggio  scientifico  troppo 
spesso  si  desiderassero  nel  mio  libro;  di  un  tal 
difetto,  e  di  tutti  gli  altri  che  si  troveranno  in 
esso,  mi  verrà  dato ,  io  spero ,  un  cortese  per- 
dono da  coloro,  i  quali  conoscono  le  difficoltà 
gravissime,  che  s'incontrano  da  chiunc[ue  im- 
prenda di  esporre  in  un  trattato  elementare  i 
principii  di  una  scienza. 
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KOZIOM  FRELimNÀRI 

AL  CALCOLO  DIFFEREI^ZIALE 


<*^»i 


Ddle  Var f abili j  $  dei  loro  limili^  ddU  quaniilà  in/initammte 

piccole  j  delle  differenti  specie  di  funzioni^  ddle  serie 

^onvergeniij  o  divergenti ^  dei  meda  fra  quantità 

dqte:  Proprietà  dei  limiti,  e  delle  quantità 

ffifinitamente  piccolcr 


L'i         
esposizione  dei  principii  del  calcolo  differenziale 

irichiedenflo  la  cognizione  4i  alcune  teorie  dedotte  dalla 
semplice  analisi  algebrif^a ,  sarà  necessario  <|i|i  di  pre- 
sentare un'indicazione  sommària  con  scegliere  (pelle  che 
hanno  un  legame  più  intimo  con  il  calcqlo  differenziale 
e  sue  applicazioni;  tale  è  l'oggetto  che  ci  proponiamo 
in  questi  preliminari,  riserbfindoci  per  ora  |a  considera- 
zione delle  quantità,  ed  espressioni  reali.  Dovendo  con- 
cepire le  quantità  destinate  a  ricevere  aumenti ,  o  de- 
crementi vièn  subito  una  distinzione  delle  quantità  va,- 
rìabili  dalle  quantità  costanti,  in  modo  ch^  una  quantità 
di(;esi  variabile ,  se  può  ricevere  successivamente  diffe- 
renti valori  gli  uni  dagli  altri,  alPopposto  si  chiama  quan- 
tità costante  quella  che  non  può  ricevere  che  un  valore 
fisso,  e  determinato;  cosi  per  esem.pio  nel  circolo,  nelle 
linee  del  second'ordine, ...  le  coordinate  dei  punti  sono 
altrettante  variabili^  il  raggio,  gli  2|ssi,  il  parametro  sono 
costanti  nelle  medesime  curve. 
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2.^  Qnando  i  yalorì  successivamente  attribuiti  ad 
una  medesima  variabile  si  accostano  indefinitamente  ad 
un  valore  fisso,  in  modo  da  poterne  assegnare  una  dif- 
ferenza sempre  minore,  allora  l'ultimo  valore  si  chiama 
il  limite  di  tutti  gli  altri:  fin  dall'aritmetica  si  sa  che  un 
numero  irrazionale  non  é  altro  che  un  limite  delle  di-* 
verse  frazioni,  che  danno  i  valori  di  più  in  più  appros- 
simati: in  geometria  la  superficie  di  un  circolo  é  il  li-* 
mite  verso  il  quale  convergono  le  superficie  dei  poligo^ 
ni  regolari  iscritti,  quando  il  numero  dei  lati  cresca  in^ 
definitamente,  e  son  cogniti  su  quest'oggetto  gli  artifizi 
usati  da  Archimede  dei  quali  si  prevalse  in  seguito  an* 
che  per  la  quadratura  della  parabola  ;  così  pure  gli  as- 
sintoti  sono  i  limiti  delle  curve  alle  quali  appartengono. 
L'indicazione  del  limite  verso  il  quale  converge  una  va- 
riabile verrà  data  per  l'abbreviazione  lim.  posta  avanti 
la  variabile.  Spesse  volte  accade  che  i  limiti  verso  i  quali 
convergono  l'espressioni  variabili  si  presentano  sotto  una 
forma  indeterminata,  e  contuttociò  non  mancano  parti-» 
colari  arliiizi,  mediante  i  quali  si  possono  ottenere  i  veri 
valori  di  questi  medesimi  limiti ,  tali  sarebbero  le  due 
es{ressioni  variabili 


sen  a 


(n-«y 


che  si  presentano  sotto  la  forma  — ,  1"^^  j   quanda 

0c  converge  verso  lo  zero  ;  la  determinazione  di  questi 
due  limiti  oltre  di  essere  rimarcabile  per  semplice  fatta 
analitico  serve  nel  medesimo  tempo  di  fondamento  per 
la  diflerenziazìone  delle  quantità  variabili,  e  quindi  per 
scuoprire  delle  regole  generali^  con  le  quali  si  tolga  qua- 
lunque indeterminazione  ,  che  si  prosenti  in  quals^s^si 
espressione,  per  i  valori  particolari  delle  variabili. 
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3."*  Ed  infatti  per  valori  numerici  piccolissimi  di  « 
si  ha  rineguaglianza 

sen  a  ^     sen  a  ^       sen  a 


sen  u  a  tang  a 


quindi  il  rapporto   • compreso  fra  i  due  valori 

sen  ce  sen  oc 

==  1  ,     e       s=3  cos  a  9    dei  quali  il  ori- 

sen  a  tang  a  .  ^  *" 

mo  serve  di  limite  al  secondo,  avrà  esso  stesso  l'unità 

per  limite)  e  si  scriverà 


,.      sen  a 

lim. c=  1 

ce 


4aUa  quale  si  ha  ancora 


..      senflf  ,.     tang  a 

Imi aa  iim  ■    ■ 


a  cosa 
ed  insieme 

2sena 


20L 
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cioè  il  limite  verso  il  quale  converge  la  corda  all'arco 
nel  circolo  è  sempre  eguale  all'unità  :  questa  proprietà 
del  circolo  non  è  che  una  conseguenza  particolare  di  una 
proposizione  pia  generale ,  la  quaìle  si  verifica  in  una 
curva  qualunque,  vale  a  dire  che  il  limite  verso  il  quale 
converge  la  corda  all'arco  per  valori  nulli  dell'  arco  ò 
eguale  all'unità  :  ciò  si  proverà  nell'applicazione  del  cal- 
colo alla  geometrìa. 

Al^  Passiamo  ora  alla  ricerca  del  limite  verso  il  qua- 


1^ 


le  converge  il  binomio  (  1  -4-  a  )     per  valori  piccolissl-- 
mi  di  ce'  Suppon^iamo  primitivamente  a  positivo,  e  delibi 

forma  — <  ,  ove  m  sarà  un  numero  intero  variabile  e 
m 

auscettibile.  di  un  accrescimento  indeflnito,  si  avrà  per 

la  regola  del  binomip  di  Newton  per  i^^  nim^ro  jnter 

|t>,  e  positivo 

*T4r30-s-)('-|)*— 

^-'-(i -2.)  A  _  1) ...  (, _ (-=JA 

GonvergendQ  ^  verso  le  zero  ,  lo  stesso  succe4erà  dei 

termini  —  ,  -^—  ..,.  per  ci^i  nel  limite 
m       m 


lù»  (1  -^«)-  =  2  ^  -i-^.  ^^.  r^xi  •**- 


e  siccome 


1  1  1 

0,5  . -T   =  0,  lOd^e  ■  ^-  «0,04166 


1,2  '      1.2.3  :  1.2.3.4 

così  sommando  queste  (razioni  verrà  approssimativam^ii-. 
(e  per  oc  positiva 

I 
lim  (1  ^-  a)*'c=3,  7182  .... 


Questo  numero  che  si  presenta  continuamente  nel^ana- 
lisi  infinitesimale  é  stato  convenuto  di  notarlo  per  la  let- 
tera f,  e  si  scriverà 

I 

.  4 

lim  (1  H-  a  )•  =  e 

1  logaritmi  calcolati  in  questo  numero  preso  per  base  si 

chiamano  Neperiani  od  anche  iperbolici. 

5.<»  Supponiamo  ora  che  a  sempre  positivo  non  sia  più 

1  1 

deUa  forma  —  ,  ma  bensì  compreso  il  rapporto  —  fra 
fn  Ce 

due  nùmeri  interi  consecutivi  m  ed  n  =  m  4-  1  in  mo- 
do che  chiamando  £,  e  due  numeri  variabili  compresi 
fra  zero»  e  Tunità  si  abbia 

—  c=^m^  i=s  n  —  e 
ce 

allora  è  evidente  che  le  tre  espressioni 


delle  quali  le  prime  due  comprendono  la  terza  conver- 
geranno verso  nn  medesimo  limite  ed  avvertendo  che 


m^i  mestn   l  1 

s 

sarà 


(-.-)•-— 0-4) 
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ma  per  le  cose  dimostrate 


'"k'+i^Ti'^'-'^O+i)' 


lim 


n('+T)Ì'  ■='ta(.+^)"=. 


perciò  (  1  4-.  a  )  "   convergerà  Terso  il  medesimo  limite. 
Sia  infine  a  una  quantità  negativa,  in  questo  caso 
si  ponga 

1 


1-Has= 


H./3 


fi  sarà  positivo,  e  convergerà  con  a  verso  lo  zero,  ed 
avremo  facilmente 

quindi 

lim{lH-a)*  =  liin   j(1-H^)^  j  =  e^*"  (*-*-«=:  e 

Qui  osserveremo  che  presi  i  logaritmi  di  un  dato  siste- 

I 

ma  nel  binomio  (  1  -H  a  )  "  »  e  passando  ai  lìmiti  si  avrà 

I 
lim.  Log  (  H-  «  )^=  lim'^^  (  ^  -*"  «  )   „  Log  r 


d^onde  risolterà  andie 


Log.Iim  (1  -H a  )  *  =  lim  Log  (  1  n-  a  )  * 

d' onde  se  il  numero  e  sia  la  stessa  base  dei  logaritmi 
si  arra  col  chiamarli  1  semplicemente 


6,^  Quando  i  successivi  valorf  numerici  di  una  va- 
riabile supposti  piccolissimi  decrescono  indefinitamente 
in  modo  da  divenir  minori  di  qualunque  numero  dato, 
questa  variabile  si  definisce  nnUnfifutesmo  od  una  quantità 
infinitamente  piccola:  queste  variabili  hanno  zero  per  li- 
mite, e  la  variabile  a  considerata  nelle  precedenti  ope- 
razioni gode  di  queste  proprietà.  Sarà  utile  di  osservare 
altro  essere  un  decremento  costante,  altro  essere  un  de- 
cremento indefinito;  la  superficie  di  un  poligono  rego- 
lare circoscritto  ad  un  circolo  decresce  costantemente 
aubaentando  il  numero  dei  Iati,  ma  non  già  indefinita- 
mente, mentre  ha  per  limite  la  superficie  del  circolo. 
Cosi  anche  i  termini 

^2456 
1  '    y    Y'     4"'     5  •  "• 

prolungati  indefinitamente  decrescono  costantemente,  ma 
non  già  indefinitamente,  mentre  i  successivi  valori  con- 
vergono verso  il  limite  1 .  Alfopposto  una  variabile 
pressa  da  ciascun  termine 

^      2_       1       _^       1         1 

T'  3  *  T'  T'  y  y 
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e  prolungata  alIMnGnito  non  decresce  costantemente,  ma 
indefinitamente,  potendo  divenir  sempre  minore  dì  qua- 
lunque altro  dato  numero. 

7.®  Se  i  successivi  valori  numerici  di  ttna  variabile 
vanno  sempre  crescendo  in  modo  da  divenir  maggiori  di 
un  qualunque  dato  numero  si  dice  che  questa  variabile; 
ha  per  limite  Finfinito  positivo,  e  denotato  con  il  sim- 
bolo oo  se  si  tratta  di  variabile  positiva,  e  Tinfinifo  ne- 
gativo —  co  se  si  tratta  di  utia  variabile  negativa  ;  di 
qui  le  denominazioni  di  quantità  infinita^  od  infinitamen- 
te grande;  il  numero  m  occorso  nella  ricerca  del  limite 


I 


di  (1  -ha)**  gode  dell'  enunciate  proprietà.  Qui  pari-» 
menti  è  utile  di  osservare  a  non  confondere  una  varia-^ 
bile  che  cresce  indefinitamente  con  una  variabile  che  cre- 
sca costantemente;  cosi  per  esempio  la  superficie  di  uq 
poligono  regolare  iscritto  ad  un  circolo  dato  costante-» 
mente  alFaumentare  del  numero  dei  lati,  ma  non  già  in-' 
definitamente;  i  termini  poi  della  serie  dei  numeri  iia-^ 
turali 

1,2,3,4,  5.<4 

crescono  costantemente  ed  indefinitamente. 

8.®  Quando  il  rapporto  di  due  quantità  infinitameri-* 
te  piccole  converge  verso  un  dato  limite  mentre  ciascu- 
na di  esse  converge  verso  lo  zero  allora  il  limite  tre- 
Tato  si  chiama  Vvliima  ragione  delle  due  quantità  infi- 
nitamente piccole,  cosi  supponendo  a  infinitesimo,  1  sarà 
Fultima  ragione  sena,  ed  a,  ed  in  un  dato  sistema  di 
logaritmi,  e  diverso  da  e,  Log  e  sarà  Tullima  ragione  di 
I-og  (1  -f-  oc  )  ed  a. 

Veniamo  ora  a  dire  qualche  cosa  sulla  natura,  e  di- 
visione delle  funzioni  di  una,  o  più  variabili. 

9.<^  Una  quantità  variabile  si  chiama  funzione  di  un' 
altra  quantità  variabile  che  dicesi  indipendente^  se  deter- 


teinata  questa  rimane  necessariameiite  deteiminata  la  pri- 
ma: cosi  per  esempio  in  un'  ellissi  determinati  gli  assi, 
il  rimanente  sarà  determinato,  e  per  conseguenza  il  pe- 
rimetro, la  superficie,  le  distanze  focali  sono  funzioni 
degli  assi  principali:  Nell'equazione  di  una  curva  rife- 
rita a  due  coordinate,  determinata  che  sia  l'asciséa,  sarà 
eompletamente  cognita  l'ordinata,  onde  l'ordinata  ò  fun- 
zione dell'ascissa. 

Una  quantità  variabile  é  funzione  dì  altre  quantità 
variabili  chiamate  indipendenti  se  per  determinare  la  pri- 
tna  è  necessaria,  e  sufficiente  che  sieno  determinate  le 
seconde;  cosi  per  esempio  in  un  triangolo,  ciascun  an- 
golo, là  supei^ficie . .  .  sonò  funzioni  dei  tre  Iati  purché 
sieno  determinati.  Inoltre  osservando  che  più  variabili 
possono  essere  unite  fra  loro  per  mezzo  di  un'equazio- 
ne, sarà  lecito  il  concludere  essere  una  qualunque,  fun- 
zione delle  rimanenti.  Le  diiferenti  specie  di  funzioni  che 
«i  dà  tanto  l'algebra,  che  la  trigonometria  racchiudendo 
altrettante  variabili  indipendenti  sono  funzioni  dì  queste 
variabili,  per  ctii 

^ac^ ,  ìogx  ^  a' ,  sen  Jtr ,  tang  x 

sono»  funzioni  della  x 


(ajp^by^c  )"  ,    j(^  ,  or  cosy  -h  —  -t-ar>  logy  semx 

e 


aono  funzioni  delle  variabili  or,  y  od  Xy  y,  x. 

1 0.®  Le  funzioni  poi  di  una,  o  più  variabili  si  di- 
Tidono  in  egplitùe ,  ed  implicite.  Le  prime  sono  quelle , 
che  trovansi  immediatamente  espresse  per  mezzo  di  que- 
ste stesse  variabili;  all'opposto  sono  le  implìcite,  in  que- 
ste ultime  non  vengono  date  che  le  relazioni,  od  equa- 
2ioni  che  devono  essere  soddisfatte ,  mentre  rimangono 
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ancora  algebricamenlc  insolute,  e  per  renderle  esplicite 
basterebbe  risolvere  nei  casi  possibili  l'equazioni  che  le 
determinano,  cosi  in 

Log  (y)  —  X 

la  y  é.  funzione  implicita  della  j?,  ed  al  contrario  riso- 
soluta  riguardo  ad  y,  e  chiamando  a  la  base  dei  loga- 
ritmi si  ha  Tesplicita 

y  ^o* 

Per  rappresentare  le  funzioni  esplicite  di  una,  o  più  va- 
riabili  si  sogliono  adoprarc  le  lettere  /,  F,  y,  ;f,  (^,  po- 
ste avanti  la  variabile  o  variabili  separate  da  vìrgole, 
e  chinse  da  due  parentesi,  cioè 

/(jr,  y,  z  .,.) ,  F(;r,  y,  z  ...) ,  f  (x,  y,  z ...) ,  /(a?,  y,  x  ...)... 

11.®  Inoltre  le  funzioni  di  una  sola  variabile  x  si 
dividono  in  semplici,  e  composte.  Le  prime  chiameremo 
quelle  che  provengono  da  una  sola  operazione  eseguita 
sulla  variabile  x,  le  seconde  poi  si  chiamano  quelle,  che 
risultano  da  più  operazioni  eseguite  sulla  stessa  yaria* 
bile.  Le  funzioni  semplici  provengono  si  dall'algebra,  che 
dalla  trigonometria:  la  somma,  la  sottrazione,  la  molti- 
plicazione, la  divisione,  l'elevazione  a  potenza,  1'  estra- 
zione di  radici,  la  formazione  degli  esponenziali,  e  dei 
logaritmi  appartengono  all'  algebra  :  le  funzioni  sevio^  e 
coseno  appartengono  alla  trigonometria  quindi  chiaman- 
do a  una  quantità  costante  ed  x  la  variabile ,  tutte  le 
funzioni  semplici  si  ridurranno  alle  seguenti 

a-+-j:,  a  —  x,  ox,  —  ,  jd^,  o»^,  Logx  ,  log  x 

X 

"sen  X  y    cos  a;  ,    are  sen  x  ,    are  cos  x 
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ove  non  tralascieremo  di  notare  che  mediante  la  rela- 
zione sen^j?  «+-  cos'j?  =1,  basterebbe  annoverare  soltan- 
to sen  X  per  funzione  semplice,  ma  per  il  continuo  ìiso 
di  queste  lince  sarà  utile  di  includere  ambedue. 

Le  funzioni  composte,  che  sono  il  risultato  di  più 
(frazioni  saranno  funzioni  di  funzioni  tali  sarebbero 

sen  af^    ,    log  sen  x. 

AI  cune  delle  funzioni  composte  si  sogliono  chiamare  an- 
che algebriche^  ed  è  stato  convenuto  di  dare  un  tal  no- 
me a  quelle,  che  provengono  dalle  prime  operazioni  del- 
l'algebra, vale  a  dire  la  somma,  la  sottrazione,  la  mol- 
tiplicazione, la  divisione,  1'  elevazione  a  potenze  ad  es- 
ponenti cogniti;  si  chiameranno  per  conseguenza  funzio- 
ni esponenziali^  o  logaritmiche  quando  variabili  sono  gli 
esponenti  nelle  funzioni,  o  queste  racchiudono  dei  loga- 
ritmi. 

1 2.®  Le  funzioni  algebriche  si  dividono  in  funzioni 
razionali^  e  funzioni  irrazionali  ;  le  prime  non  ammetto* 
tono  che  esponenti  interi  nella  variabile  ,  e  si  chiama 
funzione  intera  un  polinomio  della  forma 

A  -H  Rr  -H  Cr>  -(-.•• 

ed  insieme  funzione  frazionaria^  o  funzione  razionale  il 
rapporto  di  due  funzioni  intere  o  di  due  polinomi  si- 
mili. Una  funzione  intera  di  primo  grado 


Bj7 


si  chiama  eziandio  funzione  lineare^  mentre  in  geometria 
rappresenta  l'ordinata  di  una  linea  retta  :  le  seconde  poi, 
cioè  le  irrazionali  vengono  constituite  da  qualunque  al- 
tra funzione  ove  non  sieno  formate  operazioni  di  Ioga- 
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ritmi  di  esponenti  variabiii)  ed  anche  di  trìgonoittetria« 
Infine  le  funzioni  che  ci  dà  la  trigonometria  si  chiama- 
no funzioni  trigonometricìie^  o  circolari.  Tutto  ciò  che  alw 
bìamo  detto  per  Ie«  funzioni  di  una  sola  variabile  si 
estende  senza  difficoltà  per  le  funzioni  di  un  numero  qua* 
lunqne  di  variabili,  e  che  per  brevità  tralascieremo  di 
sviluppare. 

13.^  Le  quantità  infinitamente  piccole  ci  conduco- 
no a  dire  qualche  cosa  sulla  continuità,  e  discontinuità 
delle  funzioni,  e  che  può  ridursi  a  quanto  segue 
Sia 

una  funzione  di  una  sola  variabile  a:,  se  si  chiami  k 
un'incremento  qualunque  della  x  o  finito  anche  esso,  od 
infinitesimo,  il  corrispondente  incremento  della  funzione 
sarà 

Ciò  posto  si  dirà  che./][j?)  è  una  funzione  continua  de^-^ 
la  X  entro  due  dati  limiti  della  medesima,  se  fra  que-' 
sti  limiti  le  due  differenze 

sieno  simultaneamente  infinitesime ,  o  ciò  che  toma^  Io 
stesso,  quando  fra  due  dati  limiti  della  x  conservando 
la  funzione  costantemente  un  valore  finito ,  e  determi- 
nato, ad  un  incremento  infinitamente  piccolo  della  va^ 
riabile  indipendente  corrisponda  un  incremento  infinita- 
mente piccolo  della  funzione.  Per  mostrare  alcune  ap- 
plicazioni sieno  le  due  funzioni 

y  :=:  sen  o^  ,        y  =  a' 
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^^fanno  evidentemenfe 

sen  (  X  *i(r  A  )  —r  sen  or  c=5  2  sen  |  A  cob  (  or  ^4- 1  A  ) 

a^h  —  a*  =  a'(a*  — 1) 

p  siccome  per  A  =  o  convergeranno  verso  Io  zero  le  dae 
diflerenze  delle  funzioni,  mentre  qualunque  sia  la  x,  ol- 
tre di  annullarsi  sen  |  A ,  a*  —  1  per  A  c=s  o  »  manten-t 
gono  un  valore  finito  le  due  funzioni  cos  (  x  + 1 A  ),  a' 
cosi  le  due  funzioni  proposte  sen  x ,  a*  ^  saranno  coih 
tioue  entro  l'infinito  positivo»  e  rinfiaito  neg^itivcu 
3i  prenda  iaoHre 


avremq 
m»  m'  2m*  A 


2(x  -f- A)— *— e       2a:  —  *  —  e  (2jd— *— e)  (2x-h2A-r i--f ) 

quindi  prepdendo  p^r  valore  del|a  a? 

ò  '^  e 

X  ==3 ^ 

2 

|a  difibrenza  della  fimzione  converge*  verso  l'infinito,  e 
per  conseguenza  la  proposta  funzione  non  è  continua  ep- 

tro  i  limiti  ó,  <?,  e  per  il  valore  x  =  — —    ci  sarà  ton 

/wzMMie  ^  «olttNtifiM;  la  stessQ  8tt9ce4e  per  Ì9  4Qe  (iVH' 

— ,    Umgx 
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Nella  prima  per  x=^,  e  nella  seconda  per  x=dt^ * 

essendo  n  un  numero  intero.  Se  si  riprei^dauQ  le  (un- 
zioni semplici  di  sopra  enumerate,  cioè 


a^  X  ^  a^^  X  i  ox,  — ,    x«  ,  a*, Log x 


sen  X  ,    cos  j0  ,    are  sen  x  ,    are  cos  x 

saranno  queste  continue  fra  due  limiti  finiti  della  variai 
bile  07,  purché  rimaneiido  costantemente  reali  entro  i  me- 
desimi limiti,  non  divengano  infinite  nell'  iatervallo  dei 
valori  estremi;  dunque  ciascuna  funzione  semplice  sara^ 
continua  nella  vicinanza  di  uq  valor  finito  attribuito  al- 
la x^  per  le  fuqzioni 

a  +  ^j    a  ^^  x^  aa;    a*,    sena?  ,    cos  x 

questo  valor  sarà  compreso  fra  i  linciti  x  3= — od  ,  a;=:oD  * 
Per  la  funzione  —  fra  i  limiti  x  :=s  — rop  .  a^s=:Qoi} 

X 

anche  fra  i  limiti  j;  =  o  ,  x  =;=  co . 

Per  le  funzioni  x^  ,  Log  x  entro  i  Umili  x==iO^^ 
a:  s=3  00  ;  e  per  le  due  rimanenti 

aro  sen  X ,    iirc  cos  x 

fra  i  limiti  x  =  —  1,    x  =  -^i. 

Se  Tesponente  a  nella  funzione  semplice  x^  sia  espresso 
per  a  =  db  m  (  essendo  m  un  numero  intero  )  allora  x^ 
resta  continuo  nella  vicinanza  di  un  valore  della  x  com- 
preso fra  i  limiti  a7s=Q0,  a?==  —  oo  e  per  jr«  fra  i 
limiti  X  =:  —  co  a?  ;=s  o,  od  anche  fra  j?  =  o,  x  s=»  oo  ; 
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infine  le  due  funzioni  semplici  — ,  xr^  sono  le  sole  che 

ce 

divengono  discontinue  per  an  valore  della  x,  compreso 
nciriutervallo  dei  limiti  fra  i  quali  le  medesime  funzio* 
ni  resiano  reali  ;  ed  infatti  per  x  tsso  le  due  funzioni 


X 


divengono  infinite,  e  quindi  discontinue. 

14.<»  Facciamo  un  cenno  sulle  serie  convergenti,  e 
divergenti. 

Un  seguito  iqdefinito  di  quantità 

che  derivano  Tuna  dalPaltra  secondo  una  legge  data  si 
chiama  serie^  e  ciascuna  delle  quantità  u^^  u, ,  ...  co- 
stituisce un  termine  della  serìe^  Funione  di  essi  saranno 
i  differenti  termini,  cosicché  chiamando  «^^  la  somma  de- 
gli n  primi  tf^rmini  si  abbia 


*i»  ==  Wo  -H  tt,  -+.  t#a  4^  W3  -H  .  '  f  •+  Vi 


* 


Se  per  valori  infinitamente  grandi  del  numero  n  la  som- 
ma s^  sì  accosta  ad  un  dato  limite  «,  la  serie  si  dice 
convergente^  e  questo  limite  sarà  la  somma  della  serie; 
air  opposto  se  mentre  n  cresce  indefinitamente  la  som-< 
ma  8^  non  si  accosta  ad  alcun  limite  fisso,  la  serie  si 
dirà  divergente^  e  sarà  priva  di  somma.  Diverse  regole 
esistono  delle  quali  parleremo  in  seguito,  per  riconosce- 
re la  convergenza,  0  divergenza  delle  serie:  ci  basterà 
liotare  presentemente,  che  prendendo  due  termini  con- 
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80catÌTÌ ,    tf^^i  t   <<«  j  la  serie  si^rà  conrergeote  se  i) 

rapporto 


per  valori  grandissimi  di  n  converga  verso  im  limite  mi-sr 
nore  dell'unità  (^),  in  niodo  che  si  abhi(| 

lim^!!^^ 
Nel  caso  poi  che  si  avesse  lim  -^.  =  1  la  serie   por 

n 

tra  essere  q  convergente,  e  divergente  {^). 

I 

La  ricerca  del  limite  del  binomio  (1  -Hce)^  per 
ce  :=3  o  che  abbiamo  fatto  antecedentemente  ci  conduce 
ad  una  serie,  ^elìSL  quale  si  farà  un  continuo  usq  e  che 
d^  gran  tempo  h^  meritato  tutta  Tattenzione  degli  ana- 
listi :  infatti  chiaman4c|  f^  v^n  quoterò  coqvergente  verso 
Pinfinito,  si  av^à 

(-1)"— fV('v)*,-^Cv)('-|)- 


'•n 


4'onde 


1  .2.3 


(^)  Gauchjf  ^  Gours  4' An^t^J^^  lB%i,  Idem  Le^ons  sur  le 
Gatcul  diflTereotiel  18291. 

{**)  Si  può  consultare  su  quest'oggetto  una  Memoria  del 
stg.  Dubaqiel  inserita  pel  tom.    i*  del  giornale  del  sig.  Lion- 
Ville. 


il 
la  qnal  serie  è  convellente  mentre  il  rapporto  dei  ter- 
mini 


1  •  2  .  3  •••  it  •  Il  «H  1       1  •  2  •  3  •  • 
cioè   - 


1 


decresce  continuamente  per  valori  di  n  sempre  maggio- 
ri in  modo  da  potersi  verificare,  qualunque  sia  x 


lim  — ^-T-<1 


Si  chiami  a  una  quantità  infinitamente  piccola,  e  pon- 
gasi a:  so  m  a,  sarà 


X 

a 


quindi 

-     )       -l' 

lim(H-«)«=Iim5(1-f-«)«(   =e« 


e  per  conseguenza 


ove  a;=s  i  riproduce  ss» 2  ,  71828  ....  Se  la  x  avesse 
ad  essere  negativa,  si  trova  la  serie 


--'X''*  X         X* 

lim  (  1 1    ra9r*=s1 r- 


ta(.-^ 


/  1*1.2  1  .2.3 
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1 5«^  Più  Tolte  Della  ricerca  dei  limiti  sono  occor* 
se,  ed  occorreranno  in  segnilo  delle  quantità  compre- 
se fra  altre  quantità  date,  od  in  altri  termini,  si  sono 
presentate  delie  quantità  per  lo  più  incognite,  e  che  dai 
'geometri  diconsi  medii:  diverse  proposizioni,  e  teoremi 
importanti  si  hanno  sulle  quantità  medie,  delle  quali  di* 
remo  hreyemente  una  qualche  cosa. 

Se  una  quantità  sia  compresa  fra  la  più  grande,  e 
la  più  piccola  di  quelle  ,  che  si  considerano ,  chiamasi 
questa  un  m^lib  fra  quelle:  dopo  questa  definizione  é 
evidente,  che  fra  un  numero  di  quantità  ineguali  esisto 
un  infinità  di  medii  ed  è  cognito  fin  dagli  elementi  del- 
Talgebra  il  medio  si  aritmetico,  che  geometrico;  il  pri-* 
mo  dei  quali,  se  n  rappresenti  un  numero  di  quantità 
a ,  a  ,  a" ,  a*' ,  ....  sarà 


■  '      ■  ti     .         tH 


11  secondo  poi  sarà 


1/    iM,aa  ... 


Ciò  posto  nelle  quantità  ineguali,  ed  espresse  sotto  for- 
ma di  frazione 


a       a       a 


.... 


la  somma  dei  numeratori  divisa  per  la  somma  dei  de- 
nominatori, cioè 


ò  +   A'H-é" 


«// 
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sarà  un  medio  fra  — ,    -77  ,    777  , Nelf  ipotesi,  di 

ò        0        o 

2  ess  i'  ss  &^  a .«.  as  1  SÌ  fiduce  al  medio  aritmetico  di 

già  indicato. 

Nello  stesso  modo  formando  altrettanti  radicali 

V        *>        *> 


•  •  • 


un  medio  fra  questi  sarà  un  nuovo  radicale  del  grado 
6^V^ ì"H-  ...=  B  del  prodotto  aaa^  .../vale  a  dire 


B 


aa  a 


Di  più  se  0c ,  a' ,  oc"' ,  •  •  •  sieno  quantità  del  medesimo 
segno,  la  ftmzione 


•  '   .     'I  tf 


sarà  un  medio  fra  le  quantità 


ad 


ad       ad 


TT^  >        fir't    » 


db       db 


ossia  fra  le  medesime 


a       a       a 
T'    7'    F' 


Nell'ipotesi  di  i  =  4'  =*"  =  ...=  1,  allora  è  chiaro 
che  la  somma  dei  prodotti  dati  dal  numeratore  sarà 


ad 


jV  H-  aV-l- . .  =  (  «+  a  ^-  «'H-..  )  A 
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ove  A  è  UD  medio  fra  a  ,  a  ,  a" ,  ...  Il  valore  di  A  é 
molto  utile  nella  ricerca  dei  centri  di  gravità.  Si  porrà 
fine  a  queste  brevi  osservazioni  sui  medk  facendo  avver^ 
tire  che  se  a ,  i  rappresentino  due  valori  di  un^  inco- 
gnita x^  ove  sia  i'^a^  un  medio  fra  queste  sarà 

il  numero  0  incognito  verificherà  la  condizione  di  esse- 
re >  o ,    e    <  1 . 

1 6.<»  Questa  prima  parte  dei  nostri  preliminari  avrà 
termine  coll'indìcare  brevemente  alcune  proprietà  dei  U- 
nUti^  e  degli  InpmUsim.  Più  volte  occorrerà  di  dover 
calcolare  i  limiti  di  un  prodotto,  di  un  quoto  di  quan- 
tità, e  conviene  preipettere  alcuni  teoremi  facili  ad  es- 
sere dimostrati,  cioè  a  Che  il  limite  di  un  prodotto  di 
quantità  simultaneamente  variabili  è  eguale  al  prodotto 
dei  corrispondenti  limiti  ».  Che  il  limite  di  un  quozien- 
te delle  medesime  variabili  è  eguale  al  quoto  dei  loro 
limiti. 

Sieno  infatti  P ,  Q  le  quantità  variabili  9  e  p ,  f  i 
loro  limiti,  avremo  per  P ,  Q  i  valori 

P  =  p-ha,    Q  =  ?-H/3 
a ,  /3  ,  devono  svanire  ai  limiti  ;  quindi 

PQ  «» p? -Hp /3  H- j  a-H a /5 


e  passando  ai  limiti 


limPQcsp  jfsalim  P.lim  Q 
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Nello  stesso  Biodo  si  avrebbe  per  il  qaoto 

— -*-  — 
P        p4-a  q       q 


Q        7-I-/9  _A 


e  passaado  ai  limiti 

Q       y^'limQ 

Se  di  una  quantità  infinitesima  cty  si  considerano 
le  diverse  potenze 

a ,    ot* ,    «^ ,    ofiy  ....  «• 

Si  diranno  queste,  infinitesime  del  primo,  del  secondo, 
del  terzo ,  . . .  •  ed  in  generale  dell'  neòmo  ordine  ;  di 
qui  se /(a)  svanisca  per  ec=3  o  sarà  essa  un  infinitesi- 
mo deir  ordine  n«*>«o ,  quando  divisa  per  a" ,  il  quoto 
converga  verso  una  quantità  k  finita,  e  diversa  da  zero, 
vale  a  dire 

lim^>=* 

a'* 

e  per  conseguenza  fuori  del  limite  potremo  stabilire 

/(a)=*«-  (1  +  0 

per  forma  di  un  infinitesimo  delPordine  n  :  il  numero  € 
è  anche  esso  infinitesimo ,  e  svanisce  per  a  ^^  o.  Cosi 
per  esempio  sena,  per  valori  piccolissimi  di  a,  è 
un  infinitesimo  di  primo  ordine,  mentre 


lim =a  1 


22 

L'espressione    Log  (  1  Hr  a  ) ,  è  anche  essa  un  infinite- 
simo di  primo  ordine,  avendosi 

,.     Log  (1  -f-a)        . 

lim  — 2-^ =  Log  e 

a 

La  foniione 

1  —  cos  a  «=  2  sen*  4  a 

« 
sarà  un  infinitesimo  di  second'ordine,  mentre 


,,    1  —cosa        ..       1  /seni  a\*       i 

Nel  calcolo  differenziale  daremo  delle  regole  per  cono- 
scere subito  Pordine  di  un  infinitesimo.  Non  solo  da  una 
potenza  dì  un  medesimo  infinitesimo  si  rileva  V  ordine 
del  nuovo  infinitesimo ,  ma  anche  dal  prodotto  di  più 
infinitesimi,  cosi  a,  j3  essendo  due  infinitesimi  del  pri- 
mo ordine ,  il  prodotto  delle  loro  potenze  dei  gradi , 
m,  n,  cioè  o^  ^"'  sarà  un  infinitesimo  dell'ordine  m-f-n; 
come  all'opposto  il  quoto 


sarà  un  infinitesimo  dell'ordine  m-^ti,  purché  sia  m^n. 
Molte  proprietà  e  conseguenze  si  potrebbero  dedurre  dai 
diversi  ordini  degli  infinitesimi,  ma  per  brevità  ci  ba- 
sterà indicare  che  se  n,  n ,  ri' ...  sieno  altrettanti  numeri 
interi,  ed  a,  £,  0  . . .  altrettante  costanti,  e  si  formino 
gli  infinitesimi 

aa«,    *«'*',    ca»»", 
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degli  ordini  « ,  n  ,  fH  ^  ....  Tordine  del  nuoto  infinite- 
simo 

aa^'-^rh  (^'  -+-  e  «*"  4^ ... 

che  proviene  dalla  somma  dei  medesimi ,  dovrà  desu- 
mersi dal  più  piccolo  dei  numeri  interi  n^  fi ^  n\  .... 
Tutte  le  precedenti  considerazioni  suppongono  sem- 
pre reale  il  corso  delle  variabili  :  importando  quindi  di 
conoscere  quali  sieno  i  risultati  nel  caso  delle  variabili 
immaginarie  passeremo  alla  seconda  parte  dei  nostri  pre- 
liminari al  calcolo  diRerenziale. 


Sofra  U  quaniUà^  od  espressioni  immaginarie^  è  sui  loro 
.  moduli.  LimM  ddU  medesime.  Riduzioni  di  akune 
espressioni  immaginarie.  StUla  convergenza 
0  divergenza  ddle  serie  immaginarie. 


il°  Quante  volte  in  analisi  s'incontri  nn  espressio- 
ne simbolica  della  forma 

a^b  i/*— 1. 

ove  O)  b  sieno  reali,  si  dirà  questa  wn? espressione  imma- 
ginaria ;  la  quale  da  per  se  sola  nulla  significa  non  es- 
sendo altro  che  una  combinazione  di  segni  algebrici.  Due 
espressioni  immaginarie 

diconsi  eguali,  se  sono  eguali  le  parti  reali  a^c  fra  lo» 
ro,  ed  i  coefficienti  b  ^  d  ài  \/' — 1 ,  vale  a  dire 


a  =  « 
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Tegugliansa 


*(/'— 1  =  c^di/"— 1 


dicesi  Equazione  immaginaria:  due  espressioni  iminagi- 
narie 

«H-Al/" — 1,      a  —  ij/"— 1 

si  dicono  conjugatey  delle  quali  la  lor  somma  2a  reale, 
la  lor  differenza  2b  [Z' — 1  immaginaria,  ed  il  loro  pro- 
dotto a*  -4-  b*  parimenti  reale.  L'  uso  delle  espressioni 
immaginarie  è  di  una  grande  utilità  in  tutti  i  rami  del- 
Tanalisi  matematica,  ed  ognun  sa  che  queste  possono  es- 
sere soggette  all'ordinarie  operazioni  delPalgebra  a  gui- 
sa delle  quantità  reali  ;  cosi  conseryaodo  le  regole  che 
si  hanno  per  la  somma,  per  la  sottrazione  e  per  la  mol- 
tiplicazione delle  quantità  reali  si  ottengono  da  queste 
tre  operazioni,  nuove  espressioni  immaginarie  ;  cioè 

a  ^  ÌI/-.1  —  (a -hi V-1  )  =  a  —  a'H-  (&— 4')  l/'-l 
(a+òl^-i)  {a'+by^i  )  =  oa'— A4'H.(aA'-h4a  )  l/'-l 


InGne  dividere  un'espressione  immaginaria  per  un'  altra 
signiGca,  trovare  una  terza  espressione^ immaginaria  che 
moltiplicata  per  il  divisore  riproduca  il  dividendo;  cosi 

a^b  !/•—  1        (g-hAi/"— 1)  {a'—y[/'—i  ) 

ovvero 

a^bl/^—i      .qa'  +  bV        (flV— 0^ 
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.  1 8.<*  Una  qualunque  espressione  simboKca  immagi- 
nana  gode  della  proprietà  di  potersi  rappresentare  sotto 
h  forma  trigonometrica 

r  (  cos  /  «t- 1/"— *  sen  ^  ) 

essendo  r  una  quantità  reale  positiva,  e  t  un'arco  pari- 
menti reale,  quindi  avremo  jfer  la  condizione 

04.61/"—  1  sf  (cosl-i-l/'--1  senr) 

d'onde  necessariamente 

a  =  rcosl  ,        Asrsfsent 
dalla  quale 

L'arco  i  si  determina  evidentemente  dalle  formole  tri-* 
gonometriche 


cos  iz=  — ,       sen  t 


\/^a^  4.  h^    »  j/-a>  •!•  6* 


le  quali  includono  la  formola  unica 


b         sen^ 

—  =  =atang< 

a        cos^ 


Ove  se  si  rappresenti  per    are  tang  t  V  arco  compreso 

fc  ir 

fra  i  due  limiti    —, --è  chiaro  che  l'arco  t  verifi- 

:àierà  la  condizione 

h 
I  cK  n  TT  4«  are  tang — 

a 
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essendo  n  un  numero  intero.  Resta  donifae  provato  che 
si  può  soddisfare  a  qualunque  espressione  immaginaria 
a-^b  i/*—  1  per  valori  reali  di  r^  e  I  in  funzione  di 
a  e  &• 

La  qaautità  r  si  chiama  il  modulo  delF  espressione 
immaginaria,  e  t  Vargomenio  :  essendo  poi,  come  abbia- 
mo dimostrato,  il  modulo  eguale  alla  radice  quadrata 
della  somma  dei  quadrati  dei  due  termini  a ,  d  è  evi- 
dente che  se  Tesprcssione  immaginaria  a^  b  |/*—  1  si 
riduce  alla  semplice  a  reale  per  Tannullamento  di  &,  il 
modulo  sarà  il  valor  numerico  di  |/*a'. 

1 9.  La  teoria  dei  moduli  dcirespressioni  immagina* 
rie  è  di  un  grand^interesse  nelfanalbi  matematica  si  pa- 
ra che  applicata,  e  la  combinazione  di  essi  conduce  al- 
cune volte  a  proposizioni  utili ,  ed  eleganti ,  cosi  per 
esempio  «  la  somma  di  più  espressioni  immaginarie  dà 
origine  ad  una  nuova  espressione  immaginaria  della  qua- 
le il  modido  ò  sempre  minore  della  somma  dei  moduli 
rispettivi;  ed  infatti  chiamando  R,  e  T  il  modulo,  e  l'ar- 
gomento di  questa  somma  sarà  dalie  formole 

a^b  l/*— 1  =r  (cosH-l/*— 1  ^fen^) 

«'4.  bY—  1  =r'( cos  l'-t-l/—  1  scn {y 

la  nuova  espressione 

=  f  €0S  ^  4^  r' cos  l'-h  . . -#-^r  sen  r -4- /  sen  ^')  l/^-l  -|-.. 

« R  ( cos  T-hl/"— 1  senT  ) 
quindi 

Ra=  (r  cos  ^  -h  r  cos  l' H-  ..)•  -+-  (r  sen  <  •+•  r  sen  <'-+• ..)» 
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ovyero 

La  qnal  qaantità  essendo  eTidentemente  minore  di 
r^H-  r  ^  -H  -  •  -H  2rr'H-  . .  c=:  (r  H-  r'-H ..  )» 

ne  verrà  R  «^  r  -+«•  r'  •4-  ••  come  si  era  di  già  enunciato. 
Nella  stessa  guisa  moltiplicando  fra  di  loro  un  si- 
stema qualunque  di  espressioni  immaginarie,  si  ottiene 
una  nuora  espressione  immaginaria,  della  quale  il  tnth 
dulo  è  eguale  al  prodotto  dei  moduli,  e  V  argomento  «s 
guale  alla  somma  degli  rispettivi  argomenti.  Ciò  si  scor- 
ge dalla  composizione  della  formola 

(an-il/-— 1)  (aH-iV  -1)  ••• 

es rr' .. (cos t H- (/"-i  sen  t)  ( cos  ^^ -+- 1/"-1  senl^  ) . . . 

e  che  mediante  le  formole  che  esprimono  i  seni  e  coseni 
della  somma  di  archi  si  otterrà 

(aH-j^.1)(a'H.JV-1  )  (a'  +  i'V-l  )... 

nV'...  (cos  (  /  -h  ^  H-  <''-+•...)  -t- 1/"-1  sen  (  i  -H  <'-+-  **•+-...)  )... 

-=  R  { cos  T  -H  l/"-  1  .  sen  T  ) 
d^onde 

R  «=  rr'r". . .        T  sslH-  t'^  $"+... 

Se  le  espressioni  immaginarie  oltre  essere  m  di  numero 
sieno  anche  eguali  fra  loro  per  cui  abbiasi 

# 
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o  CIÒ  che  torna  Io  stesso 

R  =  f^  ^        T  =  mt 
si  dedurrà  la  forinola 

(  a  H-  4  (/"-l  )«  c=  f*  (  cos  1 4- 1/^-1  sen  t  )~ 
=  »*•  (  cos  m  I  -f*  (/"^l  sen  mr  ) 
Di  qui  Peqaarione  rimarcabile 

(  cos  r  -H  l/'-l  sen  r  j*^  =  cos  m  <  -h  [/'^i  sen  nrf 

la  quale  sussiste  per  valori  interi,  e  positivi  di  m.  Svi- 
luppando it  primo  membro  mediante  la  formola  di  New- 
ton ,  e  facendo  eguaglianza  fra  le  espressioni  reali ,  e 
Timmaginarie  si  hanno  i  seni,  e  coseni  degli  archi  mul- 
tipli espressi  per  le  potenze  dei  medesimi  seni,  e  cose*- 
ni.  È  facile  poi  estendere  quest'  ultima  formola  per  m 
frazionario,  e  positivo,  per  m  negativo  intero,  e  frazio- 
nario, ed  in  fine  l'analogia  ci  porta  a  concludere  ,  che 
eziandio  sussista  per  valori  irrazionali  dell'esponente.  Ed 
infatti  considerando  le  due  espressioni  immaginarie 


cos  —  H-  l/"— .  1  sen  —  ,    cos ^4- 1/"—  1  sen  < 
m  m 


si  vede  che  la  seconda  è  la  potenza  m^^"^*  della  prima, 
ovvero  la  prima  è  la  radice  del  grado  m  della  secon- 
da, mentre  per  Tultima  formola  trovata  si  avrà 


( 


t  /  \~ 

cos —  -f*  ì/' —  1  sen  —  )  «=: cos  ^ -f- 1/"—  1  seni 

m  m/ 
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duQque  per  yalorì  frazionari  positivi  dell'  esponente  ri- 
sulterà 

s 

(  cos  t  -H l/^—  1  sen ^  )"*  =  cos  —  4-  j/'—  1  sen  — 

fii  ni 


Nello  stesso  modo  per  yalori  negativi  interi  »  o  fraxio* 
nari  si  ha  primieramente 


1 
(  cos  ^  + 1/ —  t  seni  )r*  t5 


(  cos  1 4- 1/*-  1  sen  t  ) 


ma  per  quanto  si  è  trovato  neli'  ipotesi  di  m  intero»  e 
positivo 


-=eo8fftf-l/-1  sen  «Il 


(cos  I  -i-  (/"-l  sen  <)~     cos  mi  +  ^^Isen mi 


e  per  conseguenza 


(  006 1  -H  l/'-l  sen  I  )*^  =s  eos  mi  —  l/"- 1  sen  mi 

In  generale  chiamando  a  un  numero  qualunque  irrazio- 
nale»  si  concluderà  per  Tanalogia 

(  eos  I H-  j/"- 1  sen  I  )«  ss  cos  a  I  -4-  j/"- 1  sen  al 

la  quale  come  si  scorgerà  dal  seguente  parag.  sussiste 
per  valori  positivi  di  cosi. 

20.0  g|  riprenda  ora  il  valore  dell'arco 


b 
I  s=  n  TT  H-  are  tang  — 

a 


ove  n  sarà  un  numero  intero  positivo:  o  negativo»  e  nel- 
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Tipotesi  che  sia  pari  si  potrà  fiire 

6 

I  =  db  2  A  TT  -h  are.  tang  — 

a 

d' onde  eos  t  avrà  un  Talare  positivo,  nell'  ipotesi  di  n 
impari  si  avrà 

l«»db(2*-Hi)7rH-  are,  tang  — 

a 

e  quindi  còs  t  negativo;  in  qualunque  caso  dovrà  sussi* 
stere  la  formola 

cosi        seni  1 

air 
per  cui  ponendo 

4 
T  asc  are  tang  — 

a 

e  supposto  T  compreso  fra  -^ ,    e  —  —  si  lui 

laasnir-hr 
dunque  sq  a  è  positivo 

a-hAl/'-1=ar(cos(T±2A7r)-hi/'— *sen(Td:2*7r)) 

e  se  a  sia  negativo 
a^b  l/'-i=r  (cos  (nt  (2*4-1)  ir)-H/^-t  sen  (  r=fc  (2t+.1)  n  )) 

Ambedue  Fespressioni  si  decompongono  in  altre  per  le 
formole  dei  seni,  e  coseni  delle  somme  e  differenze  di 
archi,  e  per  la  prima  sarà  evidentemente 

a  «H  i  l/^-l  ss  r  (cos  t  +•  i/^-1  sen  t)  (cos  2k  n  dt^-1  sen  2fer) 


SI 
e  per  la  seconda 

ri^\/.\  =r  (cosT-Hl/'-t  8enT)rcos(2fc-4-1)7rrfcsen(2A'+  1)2r|/'-l) 

mai  dai  valori  delle  linee  trigonometriche 

ìen  2kic  =«  sen  (2*H-1  )  «  =  o ,   eos  2*ir  =s=  1  ,  cos  (2*4-1  )/c= — 1 

dunque  in  fine  per  a  positivo 

a  4-  i  l/"— 1  «=  r  (cos  t  -f*  ^— t  «cu  r) 

e  per  a  negativo 

a  ^  i  (/* — ^1  c=  — .  r  (  cos  T  4*  [Z' — 1  sen  t  ) 

Queste  ultime  formole  giustificano  la  condizione  enun* 
ciata  alla  fine  del  precedente  parag.  per  una  potenza  ir- 
razionale dell^espressione  immaginaria  di  modulo  egua- 
le airunità. 

Neiranalisi  algebrica  si  dimostra  ohe  una  funzione 
qualunque  semplice,  o  composta  é  sempre  riducibile  alla 
forma  A  4-  B  ^ — 1 .  Non  potendoci  trattenere  nello  svi- 
luppo di  queste  importanti  riduzioni;  ci  limiteremo  sol- 
tanto nei  seguenti  parag.  alla  considerazione  di  quei  casi 
che  sono  collegati  con  la  teorìa  dei  limiti  verso  i  quali 
convergono  Tespressioni  immaginarie. 

21 .  Una  quantità  immaginaria  dicesi  infinitesima  , 
se  infinitesime  sieno  le  variabili  a ,  ]3  con  le  quali  si 
compone,  in  modo  die 

lim  (a-H/3  1/^—1  )  =  o 

racchiude  necessariamente 

lim  a  =  o  ,        lim  /3  =  0 
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per  le  qaali  anche  il  modulo  r  eoorergorà  Terso  il  me- 
desimo limite,  ossia 

lim  r  s=  o 

All'opposto  Targomento  t  rimane  di  valore  finito  mentre 
ponendosi  sotto  la  forma  indeterminata 

lim  tang  r  i=x  lim  — =  — 

«       o 

se  si  chiami  r  V  angolo  corrispondente  a  questo  limite 
si  dedurrà  semplicemente 


tangr  =  lim  - 


Ciò  posto  diremo  che  ^esse  Tolte  i  limiti  Terso  i  quali 
convergono  Fespressioni  Tariabili  immaginarie  si  presen- 
tano sotto  una  forma  indeterminata,  e  contuttociò  non 
mancano  dei  particolari  artifizi,  per  mezzo  dei  quali  si 
arriva  ai  veri  valori  di  questi  limiti,  tali  sarebbero 

1 


che  per  valori  nulli  di  a>  e  /3  si  trasformano  in 


_  i=t:co 

o 


e  dei  quali  ci  occuperemo  a  cominciar  dal  secondo. 

Prendendo  un  limite  già  cognito,  coirinfinitesimo  oc 
reale  come  si  stabili  al  parag.  14,  cioè 


lim  (1  -h  a)  •  =8  e* 
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Si  potrà  senza  alterarne  il  valore  sostituire  a  x  in  vece 
della  x^  e  si  trova  egualmente 


lini(1  H-«aj)*«e» 

Qoesta  formola  che  sassiste  per  x  reale  si  potrà  esten- 
dere per  Timmaginaria  xj/'-^l  ,  purché  il  limite  del  pri- 
ino  membro  serva  per  indicare  il  senso  da  annettersi  alla 

notazione  e'!^*' ,    ed  allora  avremo 

I 

lim  (  H-  «or  1/^-1  )  •  =  e'^-« 

e  fuori  del  limite  scriveremo 

I 

I  rappresenta  un  infinitesimo  da  svanire  con  a. 
Se  ora  si  sostituisca  ql  (/"-I  invece  di  fty  ed 


in  luogo  della  a?,  Tinfinitesimo  I  seguiterà  a  svanire  per 
ff  c3  o ,  quindi  passando  ai  limiti  dopo  queste  sostitu* 
zioni  otterremo 


lim.(1 -♦-«i»l/'-1  )  •^     =3«* 
e  ponendo  4?  «a  l  si  riduce  a 


Iim(H-ai^-1  j*'^"'^: 


Questa  formola  dimostra  che  se  invece  della  a  reale  si 
sostituisca  l'immagiparia  c(|/'-1  »  il  limite  dell'  indicato 
binomio  converge  sempre  verso  la  base  dei  logaritmi 
iperbolici. 

3 
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Sapponiamo  adesso  che  P  immaginaria  risalii  dalle 
due  parti  oc,  e  ^(/'-l  9  in  questo  caso  è  facile  il  Ted^ 
re  che  il  trinomio 

H-  a  4-  ^i/-.i  =  (IH-  «)  (i^-Lj^^i^ 
porgerà  col  porre  Tinfinitesimo  reale 

^  =9 


la  trasformata 

1  1  1 


Ora  i  fattori  del  secondo  membro  si  potranno  rappre* 
sentare  per 

1 

—    1  ^  £-1/^-1 


(.+.f-^-'„(^,,^l.^ 


a 


(,+v-.)^'^-'=((i+^-.r-') 


^        (  H- |-|/^-1  )  (1-Ht) 


Passando  ai  limiti  col  (are  «  =  0 ,  /3  =  o,  e  ponendo 
per  brevità 

a 
ed  avrertendo  che  per  yalori  reali  di  a;,  e  9 

1  1 


r*  '  ■  '  'w 


lim  (1  ^«)«=  e  =  Um  (  l-h  O^T^i  )^'^ 
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si  dedurrà 

1 i 

Km  (  H-flt  f+Pl^'^  „  e^+«^^-^ 

1  i|/"-i 


lim  (  1  H^  e  \^^i  f -*-PK-l  —  e<-Hci/--1 

quindi  il  nuovo  limite  che  si  c«rct  sarà 

1  i  ^^i 

Pìm  (14-  a  H-  /3l/'-1  )«+i3l/.1  ^  ^1  +6t^-l  ^M^H?^ 

|a  qu?le  si  riduce  evideiilenenle  & 

1 


|i»(  i^*H./3|/-*  f'^^^'^  r=^e 

fouHi  si  ha  nel  caso  della  yariabile  reale.  Al  medesimo 
risultalo  MHP0IMIIQ  giuiiti  iMendo  «so  immeéialamanlo 
4el  modulo,  e  dellVgomento  delPespressione  iuimngkMi 
ria  a-i-/3|/--1. 

22.  Le  precedenti  rieerclie  possono^  anche  genera- 
Jizairsji  ne)  iqod^  fieguent^.  Si  riprenda  la  ioonolit 

s 
|im(1  -ha^)*  =  ^ 

ove  :p  rappresenta  «na  ^pantità  qualunque^  reale,  ed  a 
|in  infinitesimo  parimeuti  reale  :  rindicaCa  formola  sus- 
siste quando  in  luogo  delle  a,  ed  x  si  pongono  Finmia* 
^narie 

^i  infatti  da  una  prima  sostituzione,  verrà 
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nella  qtiale  ponendo  per  brevità 

^^  1  4-  «a:  —  /3y 

81  ottiene 


<  -h  (a  H-  i3|/"-1)  {x  H-y|/"-1)  =  (H-  fii)  (1  4-  Sj/'-f  ) 

Le  nuove  variabili  9,  di  sono  evidentemente  due  infini* 
tesimi  reali ,  e  con  queste  sostituzioni  il  noto  binomio 

si  trasforma  in 

1 

A  ^.  (a  H.  /3 1/-"-!)  (x  H-y  [/•-oV'+'^l^-^ 

1  1 


^mm^^mmm^^>mmm 


Ora  i  fattori  del  secondo  membro  si  potnuM  rappre- 
sentare per 


1  V"^ 

^  («y -f- /3a7)  1/--1 


■  '■< 


„{(,+.«»..,)5Fi|<'-^— ^"<'-^'"^-'» 


Dividendo  il  numeratoroi  e  denominatore  degli  esponenti 
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per  a,  e  passando  ai  limiti,  col  fare  secondo  il  consueto 

ts=  lim  ^— 

X 

ai  «Tri 

1  X  — ey 


lim  (1  -H  e,)*^-/3»^-<  =  e^-i-s  J^-^ 


1  (!f-i-er)|/--1 


lim  (  H-  e  p/^-1  )«-l-/3^^-1  =  «  1  -+-  6 1/^-^ 

dunque  dal  prodotto  di  qaesti  limiti   otterremo  T  indi- 
cato limite  del  binomio,  cioò 

1  j!>£y-4-(y-4-ar)|/'-i 

Ulll^1-Ha^-.^l/'-1)(a:^-yl/•-1)y^-i3l/'-1  ^  ^      M-TiT^ì 

o  ciò  che  toma  lo  stesso 

1 

Km  ^1  H-  (a  +  ^  t/'-l  )  (jr  -4-  y  i/--1)y-*-iSl^-^  =  ^-^•^-' 

come  ci  eravamo  proposti  al  principio  di  questo  parag. 
Più  generalmente  ancora  se  ^tx,  e  y  sieno  due  infi- 
nitesimi immaginari,  e  della  forma 

e  per  f  (fx) ,  ^(v)  due  funzioni  infinitesime^  da  svanire 
perjx=o,vc=o,e  per  X,  Y  due  altre  quantità  qua- 
lunque finite  reali  od  immaginarie ,  sarà  sempre  faci- 
le trovare  il  limite  versa  il  quale  converge  il  binomio 

Y 


(i  -i-X9(ft))*(W 


3S 

■•••we  jffcttéMù  identicamente 


se  si  ponga 


trorereme 

Y 

lim^l  -h  X  9  </x)^  *  (V)  =  e«XY 

«  sioceiM  delie  precedenti  teorìe  abbiamo 

1 
lim(1-HÉXY/*)f*=t*^^ 
eosl  riosdrk  l'egnàgliania 

/  —  1 

K*('  -^Xf(M))*(«')==lim{1+«XYft)f* 

Se  in  on  qualche  caso  particolare  si  avesse 
X  =*  1 ,    T  -=  1     ed    «  *=4  1 
■i  Ottiene  per  vaioli  «  neaU,  od  imnH«inari  di  f^  e  » 

e 

1  1 

1  -Cf^n  *  H=t.lim (  i  -+..|xj.f*««  a 


Cosi  per  esempio  supponendo  fi  =  v ,  ed  insieme 
1»  (/*)  «  log  {  H- f*  ) ,    *  (v)  —  ^  (^)  o>  ^ 
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si  deduce 

1 


lim^lH-log(lH-|x)V  = 


Nello  stesso  modo  per  yalori  reali  di   fx ,  e  y,    e  sce* 
gliendo 

si  ha 

1 

lim(  1  -4-sen|x)H'  «=ie 

Questi  risultati  sono  d'accordo  con  quanto  abbiamo  detto 
al  parag.  16  sugli  diversi  ordini  degli  infinitesimi. 

23.  Per  la  determinazione  del  limite  verso  il  quale 
converge  il  rapporto  del  seno  all'arco  nel  caso  della  Ta- 
riabile  immaginaria,  cercheremo  prima  il  limite  del  bi- 
nomio (*) 

I 

(1  -4-aa:l/"-1  f 

per  valori  piccolissimi  di  a.  Sia  m  un  numero  conver- 
gente verso  l'infinito  e  pongasi 


1 
a  =  — 
m 


ed  insieme  il  binomio 


1  H 1/^-1  =sr  (  cos  tn-  l/'-l  sen  t  ) 

m 

si  avrà  per  il  modulo,  e  l'argomento 


(-^y- 


%r 
tang  I  «=s  — 
m 


{*)  Caacby  Réaumèi  Aaalytiques.  Turin  i833. 
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Quindi  come  già  é  cognito 


M-H— 1/^-1  j  r=r fM  ( co»  m/ -H lAl  sen na ) 


Ora  d  facile  il  vedere  cbe 


mV 


d'onde 

Con  qnesti  yalori  il  significato  delF  esponenziale  imma* 
ginario  e'^"'  verrà  definito  dalla  formola 

^  '*  ss  cos  X  -h  K — ^  *^o  ^ 

la  quale  é  rimarcabile,  ed  é  di  continuo  uso  in  tutti  t 
rami  delPanalisi  matematica  :  offre  nel  medesimo  tempo 

la  riduzione  deirimmaginario  e"^^  ~*  alla  forma  A+B(/<^-1t 
e  si  rende  facilissima  la  riduzione  per  mezzo  di  questa 
di  tutte  le  altre  funzioni  :  il  modulo  della  medesima  é 
Tunità,  per  cui  un'espressione  immaginaria  avente  l'unità 
per  modulo  si  potrà  sempre  rimpiazzare  dall'  esponen- 
ziale immaginario  tf'^''  :  di  più  si  può  mettere  sotto 
una  forma  commodissima  qualunque  espressione  imma- 
ginaria a<-f- i  l/'— '1,  mentre  ritenendo  per  r  il  moda* 
lo,  e  per  t  l'argomento,  sarà 

«  4-  i  \/'^\  =  r  (  cos  ^  -4-  \r—  1  sen  ^)  =  u^'^ 


e' 
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Mediante  V  ottenuta  rìdanone  di  é^^  "^  si  aumentano 
le  rìsone  delF  analisi  coi  rappresentare  per  una  lettera 
unica  Tespressioni  imnìaginarie  :  é  importante  poi  di  os- 
servare che  sassiste  per  valori  reali,  od  immaginari  del- 
ia X.  Pongasi  nella  medesima  —  a;  in  luogo  della  x, 
coesisteranno  le  due  equazioni 

^  "^  mmiCùs  x^  j/'-l  sen x ,    e*^  '*  =8  cos  «  — (/"-l  sen  x 

dalle  quali  per  via  della  somma ,  e  della  differenza  rì- 
cayiamo 

cosjf  =: •    sen  j?=s- 

2  '  21^—1 

Nel  caso  della  x  immaginaria,  i  secondi  membri  servi- 
ranno a  rappresentare  il  lignificato  dell'espressioni  sim- 
boliche 

cos  (  a -4- j9 1/"— 1  )  ,    senfa-f-ZSl/"— 1  ) 

le  quali  per  mezzo  degli  antecedenti  valori  di  cos  x , 
sen  X ,  si  ridurranno  facilmente  ad 

cos  (a -f- ^j/"-1  )  «s cosa —  - — --^ —  sena  i/'-l 


eP 

-e-P 

2 

*P- 

-e-P 

cP  -4-  «-P 
8eii(a«Hi3)/'-1)tB «ena-H^^ -^ —  cosa  J/"-1 


Ritenendo  la  x  immaginaria  si  faccia 
^'V'X  _  -I  ^  5  ^    pssi^    2x1/^—1  «.log  (1  H-e) 

avremo 

sen  rr  1  1 


(1+5)'       log(1+e}* 
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$  ijppffii'Mli  ewiàeniemeaAe  — ^  ìatmhtàmoj  •  mie  ad 

e  siffOf  u  iliftlm   le  cifcortiBie 


coii  ftabOnrcBM»  in  gnerale  per  x=sa-f-|3  (/^ — 1 


coMe  accade  ad  caio  della  Tariabìle  reale.  Indire  dal- 
Tequazione  die  porge  il  rapporto  del  seno  alTarco,  pas- 
sando dai  logaritmi  ai  nniiieri,  si  ottiene  reciprocamente 


e  nei  lioiiti 


I 

T         lim 


lim(H-fl)*  —  e      ••"' 

la  quale  dà  una  dipendenza  fra  i  limiti  delle  due  espres* 
siooi  che  ci  eravamo  proposti  ;  V  infinitesimo  9  diyiene 
reale  per  oc  sa  o ,  ed  immaginario  per  p  =  o.  I  risultati 
ai  quali  siam  giunti  nella  ricerca  dei  limiti  ottenuti  nei 
precedenti  parag.,  si  possono  ancbe  trovare  con  fimme* 
diata  riduzione  deir  espressioni  immaginarie  alla  forma 
A-f-B|/' — 1  ,  come  può  vedersi  in  una  mia  Memoria 
pubblicata  nel  1841  (*).  Porremo  termine  alla  seconda 
parte  dei  nostri  preliminari  col  fare  un  cenno  sulla  con- 
vergenza 0  divergenza  delle  serie  immaginarie. 


(*)  Gìornilt  arcadico  lom.  87. 
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ÌV  Se  i  tertuy 

Mmo  immaginari,  e  della  forma 

tfo  e=  f  o  H^  JTo  l/"— 1   9   U,  e=s  t?g  4-  n  j/" — 1^   •.. 
•*ir-I  ■=  ^«-I  "H  "^«-1  1/ ■""*  •  •  • 

allora  la  somma  $^  sari  composta  di  nn  sistema  di  ter* 
mini  reali,  ed  immaginari^  yale  a  dire 

'if  —  ^«  •+■  ^i  ■+•  ••  •+-  *««-i  •+■  ("^«  -»-«^i-f-.--I-  r^i)V^— 1 

La  serie  in  proposito  per  valori  iniftitattcnte  grandi  dd 
numero  n,  si  diri  coavergeioite ,  o  direr^eate  se  le  due 
serie 


B^O  5    ^f  j    IFj  •    •    •    •    Mr^!.! 


•    •    • 


saranno  esse  o  conyergenti ,  o  divergenti  ;  di  più  rap- 
presentati per  |)o ,  ^i ,  f>a  .  .  .  p^^i  i  moduli^  e  per 
&o  9  9i  9  Qa  •  •  •  d«r-i  gli  argùmmiti  si  avri 

jpo  ( cos  fio  +  i/"-1  sen^o )  ,      fi  (  cos fi«  -h^/'-l  sen flt) 
.  .  •  .  p^^  { cos  6^-1  H-  j/'-l  sai  9^1  ) 


o  più  semplicemente 

f o  «  »      fi  *  >      •   •   •   f ir-1  * 


e  siccome  i  valori  dei  seni  e  coseni  degli  archi  i^ali 
sono  compresi  fra  1,  e  0,  o  fra  —  1 ,  e  0  ,  cosi  i 
tenaiai 
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formeranno  una  serie  conrergente  o  divellente  se  coih 

Tergente^  o  divergente  sia  k  serie  dei  moduli  reali 


•  •  •  • 


poi      fi  5      ^a  •    •   •   P*-i 

donque  se  per  valori  infinitamente  grandi  di  n  il  limite 
del  rapporto 

PjttL 

Pn 

sarà  minore,  o  maggiore  dell'unità,  la  serie  immagina- 
ria sarà  convergente,  o  divergente,  in  questo  modo  il 
criterio  che  si  richiede  per  riconoscere  la  convergenza, 
o  divergenza  di  una  serie  immaginaria  vien  ricondotto 
al  criterio  delle  serie  reali.  Per  fare  una  applicazione 
si  riprenda  una  formola  del  parag.  1 4,  e  che  serve  allo 
sviluppo  dell'esponenziale  e',  cioè 

e*  sa  1  -4-  — 


1  1.2  1.2.3 

e  sostituendoci  x  \^ — 1  invece  delle  x  si  avrà  con  fa* 
dUtà 

\      1.2     1.2.3.4.     /      \     1.2.3     1.2.3.4.5     ^ 

I  termini  immaginari  di  questa  serie  saranno 

05*  af^  x^  x^ 

dei  quali  i  respettiri  modali  per  «  pari  sono 

^  'i.2^    ^3»'    1.2.3.4*^  5»' 


1.2.3..»'^  ^(iH-i)>*  TTirrrrii+r     (ih-3)»' 


45 
Ora  il  rapporto  di  due  moduli  consecutiyi  rappresen- 
tati da 

è  io  generale 


w  __  ^'  ■  /^  "**  (»^3V 


V 


(iH-i)» 

e  passando  ai  limiti  coU'aamentare  » 

dunque  la  proposta  serie  immaginaria  d  convergente.  Si 
porrà  fine  eoi  riportare  le  formoie  che  servono  a  svi- 
loppare  i  seni,  e  eoseni  secondo  le  potenze  ascendono 

ti  dell'arco,  ed  infatti  paragonando  Io  sviluppo  di  tr^  "' 
con  la  trovata  espressione 

^1^ -»  5^  cos  X -f- j/"— 1  senx 
deduciamo  . 


cos  X  =?  1  — 


1.2       1.  2.3.4       1.2.3.4.5.6 


••.• 


X^  X*  xf 

sen  x=x— 


1.2.3       1.2.3.4.5        1.2.3.4.5.6.7 


•••• 


(.e  serie  dei  secondi  membri  sono  convergenti  come  è 
facile  vederlo  dal  criterio  stabilito  nelle  precedenti  ri« 
cerche* 
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CALCOLO  differeinzule; 


PfHvate^  e  differenziali  ddle  fmiw^i 
4i  una  iola  variqbil^. 


25.^  Stabilito  tatto  ciò  che  riguarda  la  natura  4^1le 
quantità  yariabili,  e  costanti,  dei  fimitji  degli  iniinitesi-? 
ini,  e  delle  diverse  specie  di  funzioni  Vaiamo  4|d  espor- 
le i  pf^inci|iii  id  Calcolo  difierfKiiiate, 

rapfirtsieiiili  qm  fimzMiM  eontinuft  eMra  dtte  dati  limiti 
4ella  tarìaliyo  «v  si  potrà  alU  a^edesinia  ii^ipende«te  ^ 
l»ltrìbaire  on  dlato  ^aqreiQenta  h  finito  ancl^e  essq  od  in*, 
finitesimo ,  in  ambe4ae  i  pasi  \l  co^rispondei^tQ  increr 
fneqto  d^Ua  y  sarà 

L'incremento  h  del|a  ^  si  denoti  cqn  i)  simbolo  4^,  ed 
il  corrispondente  incremento  della  y  si  nqti  cpn  Ay  t 
^yreiQQ  Ut  formola 

A»  =  àf(x)  «=/  {X  +  àpo)  ^f(x] 
9  divedendo  it  prin^o,  e  secontlo  membro  per  àq^  s^ài 

Ora  se  gFincrenienti  Aa;,  4y  Wio  infinitesimi  conrerge- 
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ranno  yerso  il  limite  zero,  ed  il  loro  rapporto  quantun- 
que sì  presenti  sotto  la  forma  indeterminata  di    —  , 

o 

contuttociò  convergerà  verso  una  quantità  finita,  ed  in- 
dipendente da  k  =  àjOy  e  che  generalmente  sarà  diversa 
d4  zero,  in  modo  che  il  limite  del  rapporto 

/|x  4-  Ax)-/(a:) 


Ax 

per  Pannullamento  di  Àx  è  una  nuova  funzione  della  a?, 
e  che  con  speciali  operazioni  deve  ricavarsi  day*(d7)=  y 
questa  nuova  funzione  della  x  denotiamola  per  J^{x)  , 
od  anche  per  y' ,  e  ia  chiameremo  derivata  della  y*(x); 
cos)  potremo  sostituire 

Si  é  convenuto  di  chiamare  (torrenziali  delle  variabili 
;r,  y,  e  notarli  per  i  simboli  dx  ,  dy  due  quantità  fi- 
nite, e  variabili,  e  di  tal  natura ,  che  il  loro  rapporto 
sia  rigorosamente  eguale  al  limite  del  rapporto  degli  in- 
crementi infinitamente  piccoli  della  funzione  e  della  va- 
riabile indipendente,  od  in  altri  termini  che  il  loro  rap- 
porto sia  eguale  aff  ultima  ragione  degli  incrementi  ìut 
finitesimi  Ay,  A^,  vale  a  dire 

Questa  fonnola  ei  dice  ancora,  che  il  rapporto  dei  dif- 
fereniiali  é  sempre  eguale  alla  funzione  prima  deriva- 
ta, e  siccome  si  ha  necessariamente 

dy«4/(x)=/'(«)dx 
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cosi  diremo  che  il  differenziale  della  fanzione  è  eguala 
alla  sua  fuazioae  prima  derivata,  moltiplicata  per  il  dif- 
ferenziale della  variabile  indipendente.  L'operazione  che 
ci  conduce  a  questo  si  chiama  differenziazione  ^  come  si 
chiama  differenziare^  il  determinare  questi  differenziali. 

26.<>  La  ricerca  della  funzione  prima  derivata,  e  del- 
la differenza  della  funzione,  può  presentarsi  sotto  un'al- 
tra forma,  che  può  essere  utile  in  qualche  circostanza. 
Pongasi  infatti 

per  cui  coesistano  le  equazioni 

y  =/|x)         Y  «=/(X) 

é  evidente  che  la  differenza  della  funzione  sarà 

Y-y-/(X)-/(x) 

ed  insieme  il  rapporto  delle  differenze 

Y-y        /(X)-/(af) 


X  —  X  X  —  X 

Ognun  vede  che  ponendo  nel  secondo  membro  X  «a  «, 
e  per  conseguenza  Y«=3y,  risulterà 

A   —  X  A.   X 

Da  tutto  ciò  possiamo  dedurre  che  chiamando  I  una  quan- 
tità infinitamente  piccola ,  e  che  abbia  la  proprietà  di 
svanire  simultaneamente  a  Ax,  Ay,  sarà  fuori  del  limile 

^  -^  r{x\  ^  1        /(J^4-Ar)— /(x) 
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dalla  quale  ti  ottiene 

f{x^Lt)  ^f(x)  =  A*  (/'(x)  H-  I) 

od  anche  sostitnendo  X,  Y  invece  delle  j>-hAx,  y«4-Ay, 
avremo 

Prima  di  venire  alFattuale  differenziazione  delle  funzio- 
ni non  mancheremo  di  notare,  che  dall'equazione 

lim  —  =  ^ 
Lx       Ax 

si  deduce  essere  i  differenziali  do; ,  dy  prossimamente 
proporzionali  agli  incrementi  àx^  Ay,  d'onde  chiamando 
a,  H,  K  tre  quantità  infinitesime,  faremo  conformemente 
a  quanto  si  è  stabilito  nel  parag*  16 

Ai7=:a(dxH-K),    Ay  :^a(dy4-H) 

dalle  quali 

—  =  da:H-K,     -^=dyH-H 
a  a 

e  si  verificherà  separatamente 

a 

Ax  sa  lim ,    dy  =  lim 


e  simultaneamente 

Ay  dyH-H 


Ax  dr  «4-  K 

ove  passando  ai  limiti  toma  l'equazione  da  cui  siam  par- 
titi: i  differenziali  adunque  delle  variabili  non  sono  al- 
tro che  limiti  di  rapporti  di  quantità  infinitesime  ridotte 

4 


50 

al  medesimo  ordine  di  grandezza  :  tali  sono  Aa? ,  a 
nel  differenziale  della  x,  e  Ay  ,  a  nel  differenziale  del- 
la ìf;  quest'ultimo,  mediante  la  formola 

a  a 

è  funzione   lineare  di  do?,  quando  eseguita  la  ricerca 

dei  limiti  si  sostituisca  àx  in  vece  di  lim ,  o  ciò 

a 

che  toma  lo  stesso  sarà  eguale  al  prodotto  della   fun- 
zione derivata  in  ix, 

27.  Sarà  bene  qui  di  osservare,  che  chiamando  a 
una  costante,  le  due  funzioni 

ammettono  una  medesima  derivata,  e  per  conseguenza 
un  medesimo  differenziale,  mentre  nella  seconda 

^f(x)^a^/\x^àx)^{a^f{x))  =  àf(x) 

per  cui  dividendo  per  Ar,  e  passando  ai  limiti,  si  ottiene 

r(x)  c=/'(x) ,  e  quindi        d  f (x)  =  if{x) 

Per  le  due  funzioni  poi 

f{x)  ,     f (x)  =.  a -yix) 

avremo  con  egual  facilità 

f'{x)— rix),  dfKx)= — àf{x) 

e  perciò  le  costanti  le  quali  sono  indipendenti  dalle  fun- 
zioni a  cui  sono  unite  per  somma  ,  o  per  sottrazione 
svaniscono  nella  differenziazione:  ritenendo  per  a  una  co- 
stante si  consideri  la  funzione 

f(«)  =  af{T) 
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dedurremo 

d^onde 

ossia  il  differeniiaie  di  una  funrìone  che  (royasi  mol- 
tiplicata per  una  costante  è  eguale  al  prodotto  della  co- 
stante nel  differenziale  della  funzione. 

28.^  La  divisione,  che  si  è  fatta  delle  funzioni  in 
semplici)  e  composte,  conduce  naturalmente  alla  deter- 
minazione dei  differenziali  delle  prime,  e  per  fare  una 
completa  applicazione  del  metodo  dei  limiti  otterremo 
anche  i  differenziali  di  tutte  le  funzioni  trigonometriche 
indipendentemente  dalle  semplici  del  medesimo  genere. 
Riassumendo  le  funzioni  di  già  enumerate  al  parag.  11 
si  tratterà  di  determinarne  i  differenziali;  le  funzioni 
semplici  sono 

aH-^9  a-^^  »  «wr,   -^  ,    apa  ,  «*,  Logj?,  toga: 

X 

sear  ^    cosx  ,    arcsenoc  ,    are  coso; 

quindi  ritenendo  per  h  P  incremento  della  variabile  in- 
dipendente, troyeremo  per 

e  nel  limite  si  per  la  derivata  che  per  il  differenziale 

Per  la  seconda 

Ay       a  — «  —  A  — (a  —  x) 
y^a-x,     -= 1 
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e  nel  limite 

-1. 

Per  la  terza 

yw=taXi 

Ax 

d(  a  — -  rr  )  s=5  —  da: 


e  passando  ai  limiti 


Per  la 

quarta 

a 

a 

<•!    ■ 

a 

Ay 

Ax 

ar  H-  A 

2P 

= 

a 

y  * 

A 

x{x  -^ 

*) 

e  nel  limite  per  Ac=o 

dy , a  a  aàx 

ix  X*  X  X* 

Ognun  vede  che  i  differenziali  di  queste  quattro  funzioni 
semplici  s^  accordano  con  quanto  si  è  osservato  nel  pre- 
cedente parag.  sopra  le  costanlt  contenute  nelle  funzioni 
29.®  Per  la  potenza  x^  ,  ove  a  sia  un  numero  quar- 
lunque  reale  avremo 

Ay       (a?-|-A)«  —  a:« 


'       ^x  A 

Per  conoscere  il  limite  verso  il  quale  converge  il  secon* 
do  membro  di  quest^ultima  formola  si  ponga 

A  =  €  a? ,     ed    V  ' =  H 
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sarà 

ày        (h-é)«  — 1 

* 

e  la  questione  si  riduce  alla  ricerca  del  limite  di  H  per 
valori  nulli  di  £.  Ora  dal  valore  di  H  si  ha 

1  I 

quindi  prendendo  i  logaritmi  Neperiani 


H 


alog(l-he)'  »Hlog(1 -htH)' 
e  siccome  per  yalori  nulli  di  s 


limlog(l4-€)'  =  1  =Umlog(1  -t-eH)'° 
cosi  dedurremo 

lim  H  =3  lim  '^ i— —  =3  a 

dunque  in  fine 

dy 

^  =s  y'  =s  adp«-*  ,       ix^  ss  oo?»"*  ix 

Se  il  numero  a  sia  irrazionale  converrà  che  sia  positi- 
va la  or,  onde  non  si  presenti  sotto  una  forma  immagi- 
naria la  derivata  della  x^  .  Per  la  funzione  esponenziale 
a'y  si  trova 

Ay  (a*— 1) 

^  '        àx  h 
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Poniamo  nel  secondo  membro 

o/i  —  1=6,      ovvero      A  =  — ; 

log  a 

otterremo 

l0g(l  4-6)' 

e  passando  ai  limiti  per  valori  nulli  di  A,  o  di  €»  sari 

—  =3  y'c=  log  a  a*  ,       da*  e=  log  a.  «*  d  jc 
d^ 

Che  se  di  più  fosse  a  =  e,  allora  per 

Nello  slesso  modo  per  la  fiuizione  logarìtmica 

Log(H-^) 

>  Ay      f 

y=Logar,       -= ^^ 


Facendo 


s=«,  od  hzsiitX 

X 


si  trova  con  gran  fiacilita 


Ay^Log(H-€)V 
Ax  a; 

E  riflettendo  che  per  valori  nulli  di  A,  o  di  s 


limLog(  1  -H^)'  =3  Log  e 
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si  avrà 

dy        ,       Loge  àx 

_  =  ,  =  __    ,     dLogx=Log«_ 

Assumendo  la  base  dei  logaritmi  iperbolici  otteniamo  per 

dy         ^        1  dx 

Dai  resultati  ottenuti  nella  ricerca  dei  precedenti  diffe* 
renziali  si  possono  con  facilità  enunciare  delle  regole  , 
che  per  brevità  omettiamo. 

30.®  Veniamo  alla  derivazione,  e  differenziazione  del- 
le funzioni  trigonometriche,  e  sarà  primieramente  per 

Ay       8en(jc-|-/l)  —  senx      sen^A         ,  ,, 

i,«,enx,  -=» ^__co«(x-|.tA) 

Passando  ai  limiti  per  valori  nulli  di  k  avremo 
3^ css  y'a=  coso?,  dsen  x c=: coso; dxiBssen  (x ^—)  àx 

QX  2 

Nella  stessa  guisa  per  il  coseno 

Ay       cos  (x  ^h)  —  cos  a:  seniA  . , , 

y  =  cosx,   £-. \ J ^«««(a>HA) 

dunque  ai  limiti 

—  :=5 1/=3«—  sen  X.  d  cos  X  «=>—  sen  x  do;  v»  cos  (x-H—jdjc 

É  importante  qui  di  osservare  che  mediante  la  relazione 

cos  X  =  sen  (  -r-  —  x  ) 
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si  troverebbe 


dcosa7=d8en(-- a;)sr=cos  (-- ^)  ^  i-^-^^) 


o  ciò  che  toma  lo  stesso 

d  cos  2P  sa  — ^sea  a:  àx 

La  differenziazione  delle  funzioni  trigonometriche  inverse 
si  può  facilmente  eseguire  come  mostreremo  in  seguito, 
per  mezzo  della  differenziazione  delle  dirette ,  ma  per 
fare  una  completa  applicazione  del  metodo  dei  lìmiti»  por- 
remo secondo  il  consueto  per 

^y       are  sen  (  x  -H  A  )  —  are  sen  x 


y  =  are  sen  X  «  T*  = 

àx 


e  ridncendo  la  differenza  di  due  archi  in  un  arco  solo 
per  mezzo  della  nota  formola 

are  Ben  A  —  are  sen  B  «s  are  sen  (Al/'l  — B' — H^i  — ^A') 

avremo 

Ay       arcsen[(j:-|- A)|/"1  — x»— ^rj/'l —  (jc-f- A)»] 
Aj?  a 

Pongasi  adesso 

(x  -h  h)  {r\  — or»— arj/'l  —(x^hY  =  H,     ed      lE.  =  K 
é  evidente  che  per  A  =  o  si  verifica  H  c=s  o  per  coi 


-,    are  sen  H 


ins 
li 


-r 


4 
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perciò  si  dedurrà  la  ricerca  del  limite  a 

,.     arcsenH        ,.     H     are  senH         ..     „ 
lim r =8  lim  -T~  .  — = =3  lim  K 

A  AH 

Ora  il  yalore  di  K  ci  somministra 

a?l/*1  — (x-|-A)»«{x4-A)j/"1— j:>  — AK 

Elevando  ambedue  i  membri  al  quadrato  riduceado,  e 
dividendo  per  A,  si  avrà 

os=2x-t-A  — 2K(xH-A)l/^1  —  x^  +  AK* 
e  passando  ai  limiti,  deduciamo  in  fine  ' 

dunque 


dy        ,             1  ,  dx 

inr        -^=y'=:-- ,     dare  sen  ar- 


do:      ^         j/"1  —  ar»  1/^1  —  jc» 

Nello  stesso  modo  per  la  funzione 

Av       are  cos  (o:  H-  A)  —  are  cos  or 
y  =  are  cos  or,     t^  «« r^ 


^i;*    Biducendo  la  differenza  degli  arcbi  ad  arco  di  un  dato 
seno  si  trova 


are  sen  [(a:-»-A)|/'1  — a:* — xj/'l  — (x-f-A)»]  are  sen  H 


La  quantità  H  ha  qui  il  medesimo  significato  che  in  an- 
tecedenza, per  cui 

H  1 

lim  -r-  es:  lim  K  = 


A  i/^i  _  jt» 
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e  risalterà 

ày         j  1  •        ^  da? 

~=ift=s -_— —       dare  cosjreas  — .— 


Questi  due  esempi  possono  servire  per  conoscere  gli 
tifizi  da  usarsi  nella  ricerca  di  alcuni  limiti,  mentre 
dremo  con  qual  facilità  si  possono  trovare  questi  due 
ultimi  differenziali  dopo  di  aver  stabilito  le  regole  per 
la  differenziazione  di  una  funxtone  di  funzione:  all'  ulti- 
ma ottenuta  formola  saremmo  facilmente  giunti,  osser- 
vando che 

;r 
are  cos  a:  c=a  -—  — .  are  sen  x 

Jè 

e  perciò 

dar 
d  are  cos  a:  =  — *  d  are  sen  j?  e=  — - 


J/"1  — JC» 


31.®  I  differenziali  adunque  di  tutte  le  funzioni  sem- 
plici si  potranno  porre  sotto  il  seguente  prospetto 

d  (a  -4-  ^)  »»  dx ,    d  (d  —  j?)  c=  —  dx 

a              ad^ 
doo^Bsodor,     d — «=  — 

X  X* 

àx^  e=  ax^^  àx  y   da''  s=:  log  a  a'  dx 

de*  =  e*  dx  ,    d  Log  x  =  Log  e  — ,  d  log  x  ess  — 

XX 

dsen x  =  cosx  ixess sen  ( ^ 4*  —  ) dx 

dcos  0?  =  —  sen  arda:e=cos(jc-|-  —  )4t? 

Ìlx  ,  do? 

dare  sen  x  =ss  ''  ,  d  are  cos  x 


1/"1  —  JT»  '  l/"1 
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Se  a  tutti  questi  differenziali  vogliamo  che  corrispondano 
valori  reali  delle  funzioni,  converrà  supporre  la  x  pò- 
sitiva  in.  LogJT,  Ioga;;  e  nella  potenza  x*^  dovrà  a  rap- 
presentare una  frazione  di  denominatore  pari,  od  un  nu- 
mero irrazionale.  Il  differenziale  della  funzione  sempli- 

ce  —  é  compreso  in  x^  ,  per  Tesponenie  a  <=  —  1 . 

La  differenziazione  delle  altre  funzioni  trigonome- 
triche può  dipendere  dalle  regole  che  daremo  per  la  dif- 
ferenziazione delle  funzioni  composte;  ma  per  mostrare 
sempre  più  Futilità  del  metodo  dei  limiti,  indagheremo 
direttamente  i  differenziali  di  queste. 

32.<>  Cominciando  pertanto  dalla  tangente  trigone^ 
metrica  sarà  per 

«  —  fn^  ^         ^y      tang(jgH-A)  — tangx 
y=tangx,        -=. 

e  sostituendo  la  tangente  della  somma,  e  ridocendo  si  ha 

Ay       tang  &  (1  -4»  tang'  x) 


àx      A  (1  -Htang  x  tang  &) 
Ma  nel  passare  ai  limiti 

A 

dunque 

dy       , 

TZr^  y  =»  1  "+•  tang*  x  ,  d  tang  a?  =  (1  *t-  tang*  x)  ix 

ovvero 

ix 


d  tang  X  =  - 


cos^x 
Operazioni  del  tutto  simili  alle  precedenti  si  fanno 
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per  la  cotagente,  ed  avremo  per 


ày       cot  (a?  H-  A)  —  cot  x 

ove  sostituendoci  la  cotangente  della  somma,  riducendo, 
ed  osservando  che 

lim  A  cot  &  =s  iim «=  1 

>  tang  A 

verrà 

dv 

-p  ==  y'==—  (1  -H  cot^a:)  ,  d  cot  X  =  —  (1  -h  cot»  or)  dr 

o  più  brevemente 

àx 

d  coiopsa*- 

sen^x 

Proseguendo  all'altre  linee  trigonometriche  sari  per 

Ay       sec  (a:  -+•  A)  —  sec  a? 
y=8ec*, 

Trasformando  questa  espressione  con  le  solite  fonnole 
trigonometriche  si  ridurrà  a 

Ay      2  sen  I A  sen  (x  «4-  ?  A) 
àx         A  cos  or  cos  (x  -f-  A) 

quindi  nel  limite  si  ottiene 

dy        ,       senx  ,  senx  _ 

---  =  y  jBs  d  sec  X  e= dx 

dx  cos^x  cos'x 

ovvero 

d  sec  X  =  d  x  sec  xi/"scc»  x  —  1 
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Per  la  cosecante 

Ay      cosce  (or  *f-  A)  —  cosce  x 

y  sss  cosce  J?  ,      T^  ■= ^ ; 

^  '    Ax  A 

e  per  le  consuete  trasformazioni,  e  riduzioni  troviama 
nel  limite 


dy        ,  cos  d?       ,  cos  or  . 

-—  =:  y  = •    ,     d  cosce  Xcsa ÓX 

Qx  sen^jc  senior 


od.  anche  per  la  sostituzione  della  cosecante 

d  cosec  a?  .=3  —  dx  coseca?l/"cosec"  a:  —  1 

Agf^ungeremo  i  differenziali  del  seno  verso,  e  coseno 
verso;  ed  essendo 

senva;=1  —  cos  a:,    cosvxbssI-—  sen  x 

avremo  per  il  parag.  27 

d  sen  s  xt=z  sen  xàx  ^    d  cos  v  or  «=  —  cos  x  dar. 

33.^  Veniamo  ora  alla  differenziazione  delle  altre  fun- 
zioni trigonometriche  inverse,  e  sarà  per  un'arco  di  data 
tangente 

Ay       are  tang  (x  -f-  A)—  are  tang x 

y  =  are  tang  a: ,    7^= ^  ^  ^ 5- 

^  ^     '    àx  h 

Dalla  riduzione  della  differenza  di  archi  in  un'arco  uni- 
co, abbiamo  generalmente 

are  tang  A  —  are  tang  B  «  are  tang^ — ~        j 
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qoindi  riuscirà 


A  y       are  tangH  j  «  *  _ 

La  quantità  H  svanisce  por  A  =  o,  per  cui  osservando 
che 

Ay      H     are  tangH 

Ax        h  H 

ed  insieme  nel  limite 

« 

,.    are  tangH  H  1 

verrà 

dii                      1                                           ^ 
-^  =  v'=  *    darctangx= — — • 

Nello  stesso  modo  per 

Ay       are  cot  (jp  -f-  A)  —  are  cot  a: 
y^arccotx,    -= -^  - 

Ridacendo  la  differenza  degli  archi  ad  arco  di  tangente, 
verrà  come  sopra 

Ay  are  tangH 

òlx  k 

d^onde  nel  limite 

dv        i  ^^        3  ^  ^ . 

—  =a  V  s=a  —   — — »  d  are  cot  jc  =  -—  -r — ; — — 
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Quest'ultiina  potea  immediatamente  dedarsi  dalia  relazione 


are  cot  a:  =  — are  tang  as 

2t 


Con  i  medesimi  artifizi  troveremo  per 


Ay       are  sec  (x  -f-  A)  -*—  are  sec  x 


y  ss  are  secar,    — 


Trasformando  gli  archi  di  secante  in  archi  di  seni  per 
mezzo  delle  formole 


1  ,  1 

cosAc=3  — -,    senAc=l/^1  — 

sec  A  sec'A 

dedurremo 

arcsenl/l—               — arcsenl/1—  — 
Ay r  (a?-HA)« L__** 

Ridncendo  adesso  la  differenza  degli  archi,  e  posto  per 
breyità 

X  V  (xH-  A)«       «>+.*  V  a?»  *  h 


si  ha 


Ay       are  sen  H  are  sen  H 


Aar  AH 


la  quantità  H  si  annulla  per  &eso,  per  coi 


lini^«.UmK 
ax 
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Ora  il  valore  di  K  sommiDÌstra  eYideatemente 


KA 


ed  elevando  al  quadrato,  e  dividendo  per  A  si  ottiene 
dopo  brevi  riduzioni 

2a:-|-  A  =  2ILr  (a?-#-  A)  l/'x^  — .  1  -h  A  K>  ar»  (x-j-  *)» 
d'onde 

IimK=-;:^ 

e  per  conseguenza 

dy        ,              1  .  àx 

— 1=3  y  =:  — ^  ,     d  are  sec  j? 


dx      ^        x[/'x^—i  x\/^x^ — 1 


Finalmente  per 


Ay       are  cosec  (  x  -f-  A  )  -^  are  cosec  x 


y  =:=  are  cosec  x  ,    -^ 


Riducendo  gli  archi  di  cosecante  ad  archi  di  seno,  con 
le  consuete  trasformazioni  si  troverà 

Ay  arcsenH 

Ax  A 

La  quantità  H  ha  il  medesimo  significato  che  in  antece- 
denza, per  cui 

dy         ,                   1  ,  djp 

-j^  s=  y  sEs  — .  — ,    d  are  cosec  x  =  — 


ix  x[/'x^ — 1  x^/^x* — 1 

In  seguito  mostreremo  alcune  formole  generali  che  com- 
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prenderanao  ì  diOereozìali  otteuati  in  qaesti  doe  oUimi 
ptfrag.  delle  funzioni  trigonometriche. 

34.»  Per  la  differenziazione  di  una  l'unzione  di  fon* 
ziùD^  dovjrà  sussistere  simultaneamente  per 

^  =  F(y)  ,    y=/(x) 
la  duplice  differenza 

Az«F(y-t.Ay)-F(y)   ,    ày  ^f(x -h  àpc)  ^f{x) 

quindi  ritenendo  che  i  differenziali  do:,  dy,  ix  sieno  i 
limiti  dei  rapporti 

àx        ày        àz 

oc  u  oc 

a  essendo  un'infinitesimo  egualmente  che  Ar,  Ay,  Ai,  si 
avrà  identicamente 

àx       Az    Ay 
oc       ày'   a 
quindi  nel  limite 

(m)    di«=dF(y)«r(y)dy 

e  che  si  trasforma  in 

dF(/(ar))c=F'(/(x)  )/'(«)  dx 

dalla  quale  per  la  derivata  x  riguardo  alla  x  deduciamo 

V-F'(/(^))/'(x) 

La  formola  (m)  ci  dice  che  il  differenziale  di  una  fun- 
zione di  una  sola  variabile  rimane  lo  stesso,  quando  an- 
che la  variabile  cessi  di  essere  indipendente,  e  per  €on<- 
segnenza  sostituendo  per  F(y)  le  diverse  funzioni  sem- 

•5 
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plici,  rinsciri  in  un  modo  del  tatto  dmile,  come  nd  pa- 
rag.  31. 

d  (a4»y)=sdy  ,    d(a-*y)«s7 — dy,  dayr=sudjf 

d  — = — -,    dy«  =  ay«»-«dy 

dar  «=s  log  a  or  dy ,  de^  es  er  dy  , 
dLogyrrsLoge—  ,  dlogy  =  -? 

y  y 

dsen  y  s=  cos  y  dy  «=  sen  (  y  H-  —  )  dy 

dcosy  =  —  seDydy=sco8(yH-  —  )dy 

dare  seD  y  ==  -r —      ■    •  d  are  cos  y  sa» ~ — 


Veniamo  ora  ad  alcune  applicazioni  delle  precedenti  for- 
mole.  Pongasi  nella  qnarta  a  s9  1  e  successivamente  si 
prenda  y  =  cosar,  ya=senjr,  arremo  eyidentemente 


_  dcosx        9eAxdx 

dsec  x=  — 


cos^  X  cos^x 


,  d  sen  X  cos  x  dr 

dcosecxss:  — 


sen^  X  sen'  x 


come  già  si  era  trovato  direttamente.  Nella  quinta  si  sup^ 
ponga  successivamente 

yeshgx^    y  e=3  seno; ,        y  =  a»  —  x»  ,    ed    a  =-- 
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>i  dedorrà  con  gran  fiicilità 

uJC 

d  (log  X )«»  =  m  (  Ioga:  )*^*  ^ 


X 


Nella  stessa  maniera  si  faccia  nella  sesta  y  as  e*,  e  nella 
settima  y  =  e'^  avremo 


do^sslogalogca^Cdr  ,     d«^  «=»  efi'é'éx. 
Abbiasi  nella  nona  ysasenir,  ysaco&r,  si  troverà 

d  seno?         ix 


d  log  sen  0? 


seno?        tangx 


, ,  d  cos  «  do? 

d  log  cos  or  e 


cos  X  cot  X 

Sia  nella  decima,  ed  undecima  y  oa  ojf^  verrà 
.     d  sen  00?^  ss  a  liu^^' cos  «K^  dr 

d  cos  ao^  sas'^a  «uc^*  sen  ax^  ix 
Infine  nelle  due  ultime  sia  y  =»  —  »    otterremo 

X 

1        da?     - 
d  are  sen  "^  ==  ■'—      ■'  ==  d  are  cosec  x 
X  xl/^x* —  1 

1      àt  . 

d  are  cos  —  =s  -— r— — r  =  d  are  sec» 

come  già  si  era  trovato  di  sopra. 
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35.<>  La  fonnola  (m)  somministrando  il  differenziale 
di  ona  funzione,  quando  anche  la  Tariabile  non  sia  in- 
dipendente, potrà  immediatamente  applicarsi  alla  diffe- 
renziazione di  tutte  le  funzioni  trigonometriche  inverse; 
ed  infatti  supponendo  successivamente 

y  s=3  are  sen  0? ,  2^  =  are  cos  a; ,  y=ss  arctangx 

y  <=  are  cot  a;,  y  =  are  sec  x ,  y  cs  are  coaec  x 

avremo  reciprocamente 

X  =  sen  y ,    x  =s  cos  y ,    x  =  tang  y 
a:  c=s  cot  y  ,    x  =a  sec  y ,    xt=  eosec  y 

quindi  dalla  formola  (m),  e  dai  differenziali  delle  fun- 
zioni trigonometriche  dirette  dedurremo 

àx  s=  cos  y  dy  =  dy  j/'i  —  «» 

da?  .=  —  sen  y  dy  s=  —  dy  l/'l  —  «* 

dx  s=  dy  (1  +  tang»y)  =  dy  (1  -t-  x^) 

4r  =  —  dy  (1  +  cot»  y)  =  —  dy  (1  -|-  x^) 

dx  =s  dy  sec  y  (/"sec»  y  —  1  eszàyx  l/'x»  —  1 

dx  ss  — dy  cosce  y  i/"cosec*  y  —  1  «=  —  dy  x  l/"x*—  1 

dalle  quali  evidentemente 

,                           dx  -  dx 

a  are  sen  x  =  — — ,     d  are  cos  x  :c3  — • 


|/"1— a?»  1/1— X» 

«        .                     dx  .  dx 

d  are  tang  x= ,     d  are  cot  x  es  — 


l-Hx»  iH-x 

^                             dx  dx 

m^arc  sec  x  =s  — ,     d  are  cosec  x\ 


OE^X^ 1  (t|^X*—  1 
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Questi  risiittàti  coincidono  con  quanto  abbiamo  stabilito 
di  sopra  dietro  altri  principii.  Prima  d'intraprendere  la 
risoluzione  di  altre  questioni  avvertiremo  che  i  differen- 
ziali di  alcune  funzioni  semplici  si  potrebbero  far  dipen- 
dere dal  differenziale  logaritmico  di  qualsiasi  base;  per 
mostrare  nn  qualche  esempio,  supponiamo 

e  prendendo  i  logaritmi,  si  ha 

Log  y  ss  a  Log  a:  ;    Logy^^^Loga 

INfferenziando  in  qualunque  sistema  di  logaritmi  avre- 
mo per  la  formola  (m) 

-^  =  a  —  ,    Log  e  -2  =  Log  a  do? 
»  «  y 

d^onde 

d  0^  £=  ax^^  da; ,      d  n*  «=»  4 a*  ix 

Logtf 

Che  se  per  ttctsF(ar),  vsa^f(x)^  fosse  data  la  funzione 

prendendo  i  logaritmi  si  ha  allora 

Logy  £t=3t?Logtt 
d'onde  differenziando,  e  sostituendo 


V 

u 

dy  ss  d  M^  t=3 d.vLog  u 

*  Log« 

Non  si  può   eseguire  la  differenziazione  nel  secondo 


.V 
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membro  se  non  si  stabiliscono  le  regole  per  la  differeo* 
ziazione  delle  fanzioai  che  risultano  da  ui  prodotto  di  ra- 
riabili.  La  rìsolozione  di  questo  problema  unitamente  ad 
analoghe  ricerche  fimnerà  Toggetto  dei  seguenti  parag« 


Sulla  derivatale  gid  differenziale  diuna  $ommajdiunpr€>doitOj 

di  um  quoto  di  funzioni  di  una  sola  variabile  indipendente: 

differenziazione  di  una  funzione  di  funzioni  di  una  sola 

variabile:  differenziazione  ddle  funzioni  immaginarie^ 

e  deUe  funzioni  di  una  variabile  immaginaria- 


36.®.  Data  la  sonma  di  funzioni 

ore  sia  per  brevità 
si  avrà  eridentemente 

m 

Ay  &=  Au  «H  Av  -f-  A^  -4- .  •  « 

la  quale  divisa  per  Ar,  e  passando  ai  limiti  si  ridurrà 
all'eguaglianza  delle  derivate 

y'^u'^v'^w'H 

Ul  quale  se  si  moltiplichi  per  dx,  diverrà 

d^sssdtf-f-d9»t*dr*H**' 
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Questo  risultato  si  sarebbe  potuto  ottenere  dal  yalore 
di  Ay,  riflettendo»  cbe  i  differenziali  delle  y,  ti,  t;,  jr  .  • . 
non  sono  altro  che  i  lìmiti  dei  rapporti 

Ay      Au     Av       òkW 

—  ^    —  ^    -—  y     ■        »  •••• 

«       ft       a         « 

« 

ove  a  rappresenta  il  consueto  infinitesimo  ausiliare;  da 
tutto  ciò  si  ricava,  che  la  differenza  finita,  la  derivata, 
ed  il  differenziale  di  una  somma  di  funzioni,  eguaglia 
la  somma  delle  differenze  finite,  delle  derivate,  e  dei  dif- 
iereozìali  delle  funzioni  medesime.  Cosi  per  esempio, 

y  Mi  Aj^  «4-  B  log  sen  j;  -4-  G  ^* 
darà 

da;  Ce»^'daj 

dy  x=» m  Aa;^'  dx-f-B H -— r 

tango?  2yx 

Sia  il  prodotto 

y  s=  u  t?  ir  .  . . 

e  le  u,  «,  w  abbiano  il  significato  poco  fa  indicato,  e 
per  semplicità  sopporremo  le  funzioni  ridotte  a  due,  in 
modo  da  essere 

è  evidente  che  Tincremento  della  y,  sarà 

Ay  «a  (  u  -♦-  Au  )  (  t>  H-  AtJ  )  —  tw 

nella  quale  fatte  le  riduzioni,  e  divisa  per  Aa?,  e  pas- 
sando ai  limiti  si  troverà  per  la  derivata 

y  sssuv  -f-f  « 

d^onde  il  differenziale 
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Questa  formola  si  otterrebbe  eziandio  immediataniefité 
da  Ay ,  dividendo  per  a ,  e  riflettendo  alle  consuete 
equazioni  dei  limiti 

dy  =s  Km  -^ ,     du  =  lim  —  ,     dt;  =  lim  —  ' 


ed  insieme  che 


Iim =  o 

a 


Nello  stesso  modo  per  un  numero  qualunque  di  finii* 
zioni  si  trova 

dut7r..  =  t?ir..duH-'Uir..dt?«t-ui?..  dir. ..-{-•<• 

Cioè  il  differenziale  di  un  prodotto  di  funzioni  é  eguale 
alla  somma  dei  differenziali  particolari  di  ciascuna  fun- 
zione considerando  le  altre  come  costanti. 

L'esposto  metodo  si  applica  con  la  medesima  faci- 
lità ad  un  rapporto  di  funzioni,  e  si  ricava  per 

u  u  •+•  Au         u 

Qui  anche  eseguite  le  riduzioni ,  dividendo  per  Ax ,  e 
passando  ai  limiti,  abbislmo  la  derivata 

,       vu  —  uv 

ìf=^—r. 


n  differenziale  si  ha,  o  dal  moltiplicare  per  àx,  o  dal 
dividere  Ay  per  oc,  e  passare  ai  limiti,  ed  in  ambedue  i 
modi  si  trova 

ti        t^du  — udv 
d —  =  ■ 
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Ciò  potea  riportarsi  al  differenziale  del  prodotto,  ayyer- 
tendo  che 

d  —  s=s  iutr^  =  tr^  d u -4-  « d ir' 

V 

la  quale  per  la  teoria  esposta  al  parag.  34  si  riduce  alla 
penultima  stabilita  formola.  Se  la  frazione  si  presentasse 
sotto  la  forma 


V  Vi  t?2  ... 

allora  con  i  soliti  processi  di  operazioni  si  ha 

U  Ui  ttj  *...         V  l?2  t?a  ..  i.U  Ui  «a  ••  —  «  W,  U^  .,  d.VV^  V^ 


d 


V  Vi  f?*  ....  o      a      a 

^  V^   V      V 

I      a 


e  sostituiremo  nel  medesimo  tempo 
d.u  Ux  Ua  .  •  =  Uj  u, . .  d  u  -f-  (^  t<i  •  •  d  u,  H-*  «  ttf  • .  dti, 

d.t?  1?,  i?a . .  5»  i?|  «, . .  d  t>  -H  i?  t?a . .  d  t?,  4-  t?  t>, , .  d  t?a 

Da  tutto  ciò  si  deduce  che  il  differenziale  H  una  fra- 
2Ìone  ò  eguale  al  prodotto  del  denominatore  per  il  dif- 
ferenziale del  numeratore,  diminuito  del  prodotto  del  nu- 
meratore per  il  differenziale  del  denominatore,  ed  il  tutto 
diviso  per  il  quadrato  del  medesimo  denominatore.  Un' 
applicazione  di  queste  ultime  formolo  1'  abbiamo  nelle 
funzioni  trigonometriche 

sen  X  cos  x  1 

tang  X  = ,         cot  a:  c=3 


cos  X  sen  x       tango: 


1  1 

sec  X  =  ,         cosce  X  =  — 


cos  sp  sen  a: 
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e  si  ottiene 

sen  X       co$  d:  d  sen  jr  -^  sen  or  d  co8  rr         d^ 
d  tang  X  s=d = 


C08  d?  COS'  X  C06'« 


1  d  taoff  X  dx 

d  cot  re  «Bs  d  ■ =  —  '^       - 


tanga?  tang*  x  aen*^ 

e  con  la  medesima  faciliti 

1  d  cos  X  sen  x  Ax 


d  sec  re  CTS  d 


cos  X  cos*  X  GOS*  X 


,  ,1  dsena;  cosord^r 

d  cosec  X  Bs  d  — -  =?  — . 


sen  X  sen*  x  sen*  x 

come  già  si  era  dimostrato  con  altri  metodi.  Agli  espo- 
sti esempi  ne  aggiungeremo  uno,  dove  più  regole  sono 
incluse  per  la  differenziazione,  cioè  supporremo 

y  t=x  ot[/'i  -h  a?*  -H  Iog(x  -f.  i/l  -I-  a?') 
e  si  avrà 

37.^  Veniamo  ora  a  stabilire  una  formola  generale 
per  il  differenziale  di  una  funzione  di  funzioni  di  ana 
sola  variabile,  e  sia 

y  e=  F(  w,  »,  r, . . .  ) 

dove  le  u,  v,  ir, .  • .  sono  come  sopra,  funzioni  qualun- 
que della  yariabile  x,  quindi  si  ayrà 

Ay  =s  F(u  -f-  i^,  v^àVf  r  H-  A*r .  •  )  —  F(  w,  r,  ir . .) 
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n  differenziale  della  medesima  y,  sarà  dato  da 

..    Ay       ,.     F(u-4-Att,  M-At?,  ip-f-Aip ..)— F(fi,  t?,  w...) 

dy  ca=  iim  -^=  Imi  — ^— • 

a  oc 


Se  si  considerasse  variabile  solamente  una  qhalunqne  del- 
le funzioni,  u,  t;,  ir  •  • .  allora  i  parziali  incrementi  del- 
le y  saranno 

F(ti-hAu,t7,iF..)  — F(ii,t?,r..) ,  F(u,t?-HAt?,r..) — F(u,i?,flr..) 

F(fi,  r,  jr  -H  Ar . .  )  —  F(tt,  t?,  ir ..),...  . 
e  si  potrebbero  notare  per 

Ky  f    Auf  f    A^y  »  •  •  • 

e  perciò  ancbe  i  particolari  differenziali  della  stessa  y 
riguardo  alle  u,  v,  «p  •  •  •  si  scriveranno  con  le  notazioni 

d^«=Km^,    d^^Iim^,     d^y  =  limM 
Infine  le  derivate  particolari  le  rappresenteremo  per 

in  modo  da  essere 


riprenda  ora  la  differenza  particolare 

F(«  +  Ah,  »,  «r .  •  )  —  F  (ti,  r,  «p. .  ) 
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e  si  faecia  variare  tièl  primo  termiAe  la  fanzioiie  i>,  Éàrk 

per  la  differenza  di  quella  fuozioue 

F(w  -h  Afi,  t?  -4-  At7,  ir* . .  )  —  F(tt  -+-  Au,  »,  jr  • .  ) 

Nello  stesso  variando  la  r  , .  •  nel  primo  termine  di  ^e- 
sta  differenza,  otterremo 

F(u-4- At«,  fH-At?,  r-{-Air, . .  )  — -  F(ti-i-Au,  tH-At?,  ir, . .); 

perciò  rbalteranno  le  differenze 

F(tt  -4-  Ali,  «,  «r . .)  —  F(u,  t>,  r . .) 

F(t#  -4-  Att,  t>  -H  A»,  jr . .)  —  F(tt  -f-  Ati,  t?,  ir . .) 

F(m-*- Am,  v-l-At?,  ff'  -h  Ar . .)  —  F(u«-|- Aw,  v  •+•  At?,  ir  . .) 

ciascuna  delle  quali  se  ha  per  limite  zero,  converrà  die 
anche  la  lor  somma 

F(u-H  Atf,  V -H  At>,  jp^-H  Air, . .)  —  F(«,  t?,  ir, . .) 

converga  al  medesimo  limite  per  valori  nulli  di  Au,  Av,  Air, 
e  di  Aa?,  e  per  conseguenza 

j        i.     Ay      ..    F(t«-H  Ati,  t?,  «r  ..)  —  F(tt,  t>,  r  ..) 

ày  s=slim  -^saaa  lim '■        ' 

a  a 

F(tt  H-*  Au,  t)  -H  At?,  ir  ..)  —  F(w  -♦-  Au,  t?,  ir  ..) 

•u  um    ■   ■    ■■  ■    »  I       ■  ■      !■  ■  ■■  Il  .. 


^Ma« 


F(u4-Au,  «-hAw,  ir-l-Air..) — P(u-4-Au,  t>-4-Av,  ir..) 

Iim  ■  ■■.■■■■■  , 


Ma  e  facile  il  vedere  die  i  limiti  del  secondo  membro 
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coincidono  con  i  limiti  reno  qaali  c<myergono  i  rapporti 

Ky        Km        ^y 

.  — — —  ,,,, 

a  a  a 

dunque 

<l,-lim^y«limMH.iim^  +  lim  ^2Ì-h...... 

ce  CI  o:  X 

o  semplicemente 

dy  «=  d^  -H  d^  4-  d^y  -f.  •  • 

Questa  formola  ci  dice  che  il  differenziale  di  una  funr 
zione  di  funzioni  di  una  sola .  Yariabile  indipendente  é 
eguale  alla  somma  dei  differenziali  parziali  relativi  a  cia- 
scuna funzione.  Cosi  supponendo  successivamente 

u 
y  =  F(tt,  r  ...)  =  iitj  ;  y  =  F  (tt,  e  ..  )  B3  — 

ai  ha  dalla  prima 

e  dalla  seconda 

,  dtf  -  uit 

d^  onde  si  ricaveranno  le  formole  di  già  trovate  per  i 
differenziali  dì  un  prodotto,  o  di  un  quoto.  Sia  di  più 

è  evidente  che  i  differenziali  particolari,  sono 
d^  =  w^-*  dtf ,   d^  ==  tf^  log  «di» 


in 

per  od  mA  iiiffi  dei  logarifaù  ^afkilica 


di»*  =  i»*(©  — H- log  ai  do) 


È  importente  poi  di  ossenrare^  die  rottenato  dìSeren- 
zìaie  dì  »*,  potrebbe  dìpeodere  immeduitJiiiente  dalla  re- 
gola dei  difierenxiali  di  un  prodotto;  ed  infatti  ritenen- 
do la  base  ipeiiiolica,  si  ha  identicamente 


quindi  per  le  fonnole  generali  del  parag.  34 
Au^esxà  e^^*  =  e^H^i.v  log  n 


dorè  essendo 


d.«logtcs=se  — 4- log  M  do 


tornerà  la  formola  richiesta.  Se  in  un  caso  particolare  aia 

.  =  .  =  ,,     «I«K».     .  =  X.._1 

si  dedurranno  Pespressioni  differenziali 

1  I 

d  JT'sr:  a?»  (1  •+.  log  X)  Ar,      àx*  Gsz  x^  (  -  ~  ^       jdjT. 

L'osservazione  che  abbiamo  qui  fatta  per  il  differenziale 
di  u^,  sarà  d'accordo  a  quanto  si  è  detto  alla  fine  del 
parag.  35.  Termineremo  coll'indicare  che  differenziando 
le  tre  specie  di  funzioni 


u 

w ,     —  »     u^ 

V 
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l^r  mezzo  del  differenziale  logaritioioo,  zaremmo  ricoo-- 
dotti  alla  regola  per  la  differenziazione  di  una  somma 
di  funzioni 

38.®  Tatti  i  risultati  ottenuti  nei  precedenti  parag* 
per  le  funzioni  reali  si  estendono  con  faeiKtà  alle  fan-* 
zioni  immaginarie;  di  fatti  se  la  solita  funzione 

si  decomponga  in  due  funzioni  (p(af)y  ^(o:)  reali,  ed  ove 
la  seconda  sia  il  coeflSciente  di  l/"— *1,  sarà 

dalla  quale  si  deduce  la  dil 


Ora  i  limiti  delle  espressioni  immaginarie  risultano  dalla 
somma  dei  limiti  Terso  i  quali  conyergono  i  due  termi- 
ni delie  medesime  d'onde  dÌTÌdendo  per  Ax,  o  per  ce,  sarà 

Ay  ^A/^a?)  _Ay(x)  A<p(x)  ^ 

Ad?        Ar  Ar  àx 


Ay  ^ àf(x) ^  A y  (x)  ^    A<p(ap)  ^ 

ft  oc         .    a  oc 


is  perciò  ai  limiti 

dy  «  d/l[jf)  «=  dyfx)  -J-  d((»(x)  \/'-~.  1 
ed  Imdie 

d{9(«>H-^(x)|^-i)  =  d9(r)  -H  d^(«)|/-— i 
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Ogùun  Tede  che  la  regola  per  la  dìfferenziazioiie  delle 
fuozioBÌ  immagiiiarie  coiacide  con  qaelle  di  già  stabili- 
te per  le  funzioni  reali.  Per  mostrare  una  qualche  ap- 
plicazione; sia  07,  la  yariabile  reale  indipendente,  ed  a 
un  numero  qualunque  reale  irrazionale,  e  si  abbiano  a 
differenziare  le  tre  funzioni  immaginarie 

f^-"  ,       (x)^  ,       log  (—  X  ) 

nella  seconda  di  queste  si  dovrà  supporre  la  x  negativa; 
dalla  prima  abbiamo 

e*^-»  =  cos  a;  -f«  [/" — 1  sen  x 

e  differenziando  sarà 

d  a*^-'  ssw  —  sen  xiv  •h  t/"— 1  cos  x  da? 
ovvero 

d  e^-»  =  l/'-l  (cosa?  -H  j/'-l  sen  a?)  Ar  =  e^'^  Ax^/^^i 

come  accade  nel  caso  delFesponente  reale.  Dalla  seconda 
espressione  per  x  negativa  si  ha  dalla  ridazione  delle 
espressioni  immaginarie 


(x)a«.(-^)a(_1)« 

e  siccome  ( — 1)''  porge  un'infinità  di  valori  immaginari 
dati  dalla  formola 

(— l)a  =.cos(2*-Hl)a7rdfc:l/'— 1  sen  (2* -H  1  )  air 

cosi  differenziando  risulterà 

d  {x)^=:»—a  (— cc)«-»  {^sy  àx  =a  (— x)«-»  (— 1)«-»  djp 

ovvero 

d(x)«  ==  a(a?)«-'  da? 

Per  la  terza  espressione  si  conosce  che 

Iog(-^)  =  logx=fc(2*4-1)jr|/'— 1 
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e  quindi 

Ax       — d.r 

Ed  ìq  altro  sistema  di  logaritmi  si  troverebbe  egualmente 

d  Log  (x)  =  Log  ^  — 

il  quale  coincide  con  il  differonziale  logaritmieo  a  va- 
riabile positiva.  Sarà  importante  di  osservare  riguardo 
fiila  potenza  {x)a ,  che  non  ammetterà  un  significato  pre- 
ciso^ ma  indeterminato  egualmente  ch^  il  suo  differen- 
ziale per  valori  negativi  della  ,r. 

39.^  Veniamo  ai  differenziali  deDe  funzioni  di  una 
variabile  immaginaria  :  ppngasi  pertanto 

^  =  X  -H  y  1/^-^1  ,     ed    ur=^f{:f) 

* 

la  definizione  dei  differenziali  dj:,  dy,  dz,  àu  verrà  data 
dai  limiti  consueti 

d,r  =  lim  — ^,    dy  =  lim  —,    djz  ss=  lim  — ,  dt«=lim  — 

ove  l'infinitesimo  «,  mantiene  i|0  valore  reiilq;  dopo  qufh 
sto  ò  naturale  che  Tequazione 

fl 

includerà  le  altre 

As  6kX  Ay 

A«  =  Ax  4-  Ay  L^-1  ,   lim  —  =  Hip k  Iw  —  ì/'r^ 

(X  ce  Of 

la  seconda  delle  quali  si  riduce  a 

dz  =7  do?  -H  dyl/"—  1 
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quindi  passando  ai  limiti  si  ha 

Espressione  della  forma  medesima  che  per  la  variabile  rea« 
le.  Per  rieooosccre  poi  le  eccezioni  alle  qnali  saranno 
soggetti  i  differenziali  delle  funzioni  a  variabili  imma- 
ginarie, riprendiamo  per  poco  le  funzioni  semplici 

a 

Log(j5)  ,    log(z)  ,    senz  ,    omx 
are  sen  x  ,        are  cos  x 

nelle  quali  la  variabile  je,  è  della  forma 

■ 

jE  =  j:  +  y  j/" — 1  =  r  (cos  i  -H  l/* — 1  sen  i) 

Considerando  Tespressioni  della  forma  z^  ,  conserveran- 
Do  queste  le  medesime  proprietà  si  per  valori  reali  che 
per  valori  immaginarii  della  variabile^  fintantoché  l'es- 
ponente ha  per  valore  numerico  un  numero  intero,  ma 
queste  proprietà  non  sussisteranno  più  sotto  certe  con- 
dizioni nel  caso  opposto;  cosi  per  esempio  ritenendo  per  a 
un  numero  reale  frazionario,  od  irrazionale,  si  vedrà  che 
delle  tre  fonkiole 


a     a 


jt«  xh  z<^  . .  , .  =  ji'H-*  ■»-*-♦-•",  *«  X^  »a  =  («  *i  «a  •l*' 

la  prima  sussiste  unicamente,  quante  volte  la  parte  rea- 
le x,  della  X  sia  positiva,  la  seconda,  quante  volte  x,  Xn  ^i 
essendo  positive  la  somma 

y  Vi  Va 

are  tang  -^  4*  ^^  ^Qg  * — h  «re  tang  *-<^  -H 
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SUL  compresa  fra  ì  limiti  -~  — ,  -f.  —  ;   la  terza  poi  , 
rimanendo  positiva  x,  il  prodotto 

a  are  tang  — 

sia  compreso  fra  i  medesimi  limiti  —  — «  -4-  — •  Queste 

2  2   -^ 

aryertenze  possono  dedarsi  da  quanto  abbiamo  stabilito 
nella  seconda  parte  dei  nostri  preliminari,  ma  per  un 
completo  sviluppo  può  consultarsi  il  corso  d^Atudm  del 
sig.  Caucky^  ed  anche  il  Calcolo  différmxiah  del  sig*  ab. 
Moigno.  All'opposto  le  funzioni 

a*,  e*,  sen^r,  cosjt 

sono  suscettibili  delle  medesime  proprietà  che  a  raria- 
bile  reale,  in  modo  che  le  formole 


o^  A*  e* . . .  «i  (  a  4  e . .  •  )' 
sen  (x^(ù)^=^  sen  z  cos  q  -f«  cos  ji  sen  cu 
cos  (z  -{-  0))  «a  cos  js  cos  fili  — -  son  js  sen  cj 

sussistono  per  valori  reali,  ed  immaginarii  di  s,  Xi,  x^ ...  6>. 
Prendendo  in  fine  le  funzioni  inverse 

Log(z) ,  log(x)      are  sen  x  ,  are  cos  x 
sì  vedrà  che  posto 

^  —  a?H- y  j/^-l  ,  ;5,=  r.-H  y.t/'-l  ,  Za==:^,H-ya|/'-1  ... 
la  formola 
Log (x) -H Log (xt) H- Log  («,) -f- •'. .  =  Log (x  x^x^..  •) 
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sassisterà  quante  rolte  x 9  Xi  x^. .. essendo  positive,  h 

somma  degli  archi 

y  Vi  Vs 

are  tang  —  •+-  are  tang  —  -+-  are  tang  —  -f^  ..•, 
Xt  a?!  Xj 

sia  compreso   fra  —,  e    — -  —,  come  anche  la  fomiQla 

Log  (s«)  »=  a  Log  (1) 

nel  caso  della  x^  positiva,  e  del  prodotto 

y 
m  are  tang  -^ 

X 

compreso  fra  i  limiti ;r-,  e  ^-  --j-,  ...„ 

Per  le  funzioni  trigonometriche  inverse 

are  sen  z ,  are  cos  z 

supponendo  in  ambedue 

are  sen  (jp  -h-  y  l/*—  1)  =  X  -♦-  Y  [/^ —  1 

are  cos  (x^y  ^ —  1  )  =  Xi  -1-  Yil/* — 1 

ricaveremo  reciprocamente 

sen  (X  -♦•  Y  J/"— 1)  «*  x  4-  y  i/"— 1 

cos  (Xj-4-  Yil/"—  1  )  =  OP  -h  y  l/"— ^ 

Se  nei  primi  membri  si  sostituiscano  i  valori  di  già  tro< 
vati  al  parag.  23,  e  si  formino  Peguaglianze  fra  le  quaih 
tità  reali,  e  fra  i  respettivi  coeflicienti  di  ^ — 1,  otter- 
remo le  X ,  Y ,  Xi ,  Yi  in  funzione  delle  x,  y  ;  que^ 
ste  espressioni  non  sussisteranno  che  sotto  determinate 
condizioni  della  x.  I  valori  delle  X ,  X^  come  può  ve-? 
dersi  nei  calcolo  del  *$ig.  Cauchy  dip^adono  da  archi  4i 
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clàló  sebo,  0  Coséhà,  è  Quelli  di  Y,  Yi  da  logAritml  di 
quantità  iirrazionali.  Da  tutto  ciò  che  abbiamo  esposto 
in  questo  parag.  dedociamo,  che  sotto  le  enuiidSite  cob^ 
dizioni,  gli  incrementi  infinitametite  piccoli  ddie  funzio^ 
ni  di  Una  variabile  immaginaria  dipenderanno  dalle  me« 
desime  trasformazioni,  che  si  sono  eseguite  con  la  yìl^ 
riabile  reale;  quindi  i  differenziali  delle  inedesirae  fun^ 
zioni  si  ridurranno  alla  ricerca  dei  limiti  verso  i  quali 
tonvergono  l'espressioni 

por  valori  nulli  di  a,  e  ^,  ma  è  stato  dimostrato,  che 
questi  limiti  si  mantengono  1  medesimi,  che  se  la  varia^^ 
bile  fosse  reale,  e  per  conseguenza  sotto  le  indicate  con- 
dizioni, tutto  ciò  che  si  è  trovato  per  i  differenziali  del- 
le funzioni  dai  parag.  25  a  à7  seguita  a  sijksaistere  sia 
la  variabile  reale  sia  immaginaria.  Noi  termineremo  qtie^ 
sto  parag.coU'awertire,  che  i  differenziali  delle  funzioni  di 
iina  variabile  immaginaria  si  potrebbero  anche  ottenere 
dalla  differenziazione  diretta  dalle  espressioni  immagi-^ 
narie  che  rappresentano  le  medesime  funzioni. 

«■>ÉII» 

Dtrìvaie  e  differenziali  successivi  (Mie  funzioni 
di  una  sola  variaòileé 


'     1 

40.''  Ritenendo  che  y\  ojr(x)  esprima  la  funzione 
prima  derivata  dalla  solita  equazione 

il  differenziale  della  medesima  y  sarà 

dy  =  y'dx  c=y^(x)dr* 
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Ciò  posto  sì  chiamino  y\  y^\  y*^  , ...  ed  eguali  ay^fdf)j 
y^^(a7),y*iv  (a;) . . .  altreltantc  funzioni  delia  ar,  e  che  ogna- 
i^a  di  esse  venga  dedotta  dalla  sua  antecedente  come 
J"(x)  a=  y  proviene  da  y  'sb.J*{x)  ;  le  nuove  funzioni 
y'\  y"\  J»v. .  •  e  le  sue  eguali ^/"»,/'"(x),/>v(a:),... 
si  chiameranno  funzioni  derivate  $$cimda^  terza^  quarta 
dalla  y,  o  dalla  y(x),  ed  in  generale 

y{«)  =/[«)  (x) 

sarà  una  derivata  dell'ordine  n^u^o.  Riflettendo  ora  alla 
relazione  che  passa  fra  la  funzione  prima  derivata,  e  i 
differenziali  dx,  dy  vedremo  che  per  i  differenziali  delle 
nuove  funzioni  derivate  sussisterà 


•    » 


-        dy  «. y'dx ,  dy"  =  y"'da:, . . .  dy("-')  =  y(«)  dx 
od  anche 

dy'  '='f"{x)ix,  dy"  «/»dar, ,.:  dy(-«)  (x)  =/(-)  (r)dr 

dalle  quali  si  ottiene  reciprocamente 

'y = ,-  =rw.  %-,-  =rv).  ^ = ,ww 


dv(""') 

y      -  =  y(-)  =/(«)  (x) 


djT 

Tali  sarebbero  i  valori  delle  funzioni  derivate  di  un'or^ 
dine  qualunque  espresse  dal  rapporto  dei  differenzia- 
li della  funzione,  e  della  variabile  indipendente;  ma 
per  introdurci  ai  differenziali  successivi  si  faccia  la  so- 
stituzione della  y  nella  seconda  di  queste  ultime  formo- 
le,  sarà 

d^ 

y"c=y-(x)  = 


dr 
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ove  si  «Tra  da  eseguire  la  dìlferttizianolte  »op^a  ta  fra- 

dv 
SEiOne  -r^ ,  e  potremo  fare    dlie   ipotesi  1  ^  di  assumere 

dx  per  costante.  2<>  di  prenderlo  variabile  con  dy.  Nel 
primo  caso  si  avrebbe  soltanto  a  differenziare  dy,  e  per 
essere  nnifonni  alla  notazione  si  dovrebbe  scrivere 
d  dy  e  che  per  semplicità  sostituiremo  Fespressione  sim-* 
bolica  d'y,  come  ix*  per  rappresentare  la  potenza  s^ 
conda  di  dar,  dopo  ciò  avremo 

I 

Nello  stesso  modo  per  indicanro  il  differenziate  ài  d^  ai 
scriverà  d^y,  e  cosi  di  seguito  in  modo  che  ritenuta  Ti** 
potesi  di  d^  costante  si  ha  per  le  funzioni  derivate* 

In  queste  Ibrmole^  Tespressioni  àx^^  da:\  • . .  Ax^s  r^p* 
presentano  le  successive  potenze  di  dx  e  le  quantità 
d^  ^  d^y ,  d^y ,  . . .  d^y  si  chiamano  differenziali  del  se- 
condo, del  terzo  « .  •  deirn««a^o  ordine;  e  si  esprimono 
per 

d>y  =  y'da?*  ^  d^y  =  y'^dx^  ^ . . .  d«y  «±  y(«)  dar" 

Non  cosi  accade  se  anche  dx,  sia  variabile,  allora  a  cò^ 
tninciar  dalla  funzione  derivata  seconda  si  ha 

d^ 

„"  __  /»'  i^\  ***  _  da?  d'y  ->  dy  i'x 

I 
•  I  • 

Ck)sl  anche 


///       vMf/.  V        1     ,  Ar  d*y  —  dy  d«x 


.  « 
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la  €[u«le  sTÌIappata  ci  da 


Ax^ 


e  così  di  seguito  p^r  le  altre,  nelle  cpiali  tutte  suppo- 
nendo d^x  =  o  j  d^Jt^  =  o  ,  . . .  tornano  V  equazioni  di 
sopra  stabilite. 

41.°  Riguardo  alla  successiva  derivazione  esposta 
nel  precedente  parag.  gioverà  d'indicare  qui  un'altra  no^ 
fazione  delia  quale  se  ne  trarrà  un  gran  partito  in  se- 
guito per  risolvere  diverse  questioni.  Sicno  le  caratte- 
ristiche D ,  D^,  D^,  .  . .  D"  collocate  a  sinistra  della  fun- 
sione  per  indicare  le  iunrioui  derivate  dei  rispettivi  op- 
dini,  come  d ,  d" ,  d^, . . .  d"  si  usano  per  ì  differeniiaK 
successivi;  si  avrà  evidentemente 

Dy  =  y  ,  D>y  =  y"  ,  D^y  =  y  "  ,  .  .  .  D"y  «  y(-). 

Spesse  volte  per  indicare  a  qual  variabile  indipendente 
si  riferisca  la  derivazione,  si  adopreranno  le  caratteristiche 

ed  aflora 

Dxy,  DJy,  D^y,  .  .       I)«y 

indicbiv*anno  che  x  è  la  variabile  indipendente.  Per  mo- 
strare una  qualche  applicazione  delPesposte  teorie,  circa 
la  successiva  derivazione  supponiamo 

si  troverà  immediatamente  col  prendere  dx  per  costante 

D"ar««  c=a  fn(m  —  1)  (i/i  —  2) ...  (m  —  (n  —  1)  )  x"^. 
D«a'  =  {log  a)"  (^  ,     D^e*  ==  C 
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ialle  qtiali  si  otterrebbero  subilo  i  rispettivi  differen- 
ziali dell'ordine  n;  se  nella  prima  m  =  n  si  avrà 

J)mxm  B5-  fn(m  —  1  )  (w  —  2)  (m  —  3) . . .  3.  2.  1  • 

e  per  n^m 

D"  jc*  ==2  o  ,    ed  insieme    d»  rc^  =  o 

V 

t^er  la  funzione  logaritmica 

y  =  log  au 
si  trova  eoB  facilità 


J  4       'J 

Dloga:=— ',     D»ioga:= -,      D3logaf==-^ 


1.2 


<  • 


ed  in  generale  per  n  impari,  o  pari 

1.2.  3  ..  4  .  .  .(n—  1) 
iy*log  «  =  rt  • 

dalla  quale  evidentemente 

1.  13  ..{n— 1  )    ,_ 
dMog  a:  =:± ^ da^ 

t'er  la  funzione  trigonometrica 

y  B=s  sen  0? 

avremo  dalla  successiva  derivazione 

D  sen  ìT  c=  cos  a? ,    D*  sen  a?  =  —  sen  a: 

t)^  sen  iT  =:  —  cos  x ,    D4  sen  ^  =3  sen  a; 

e  siccome  nel  caso  di  n  pari 

rfc  sen  ar  csi=  sen  (  a?  -f-  -^  ) 
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'  e  nel  caso  di  f»  impari 


:±:  C08  j?  =  sen  (  j?  4-  —  ) 


cosi  in  generale 


e  quindi 


D*  sen  a:  =  sen  (  a?  -I-  —  ) 


d"  sen  X  =  sen  (  j?  •+•  --  )  do:* 

/  2 


Nello  stessa.^odo  per  la  funzione  trigonometrica 

y  =  cos  J? 

si  ottiene  per  la  successiva  derivazione 

D  cos  a:  £=s  —  sen  x^    D>  eoa  jp  rs  --.  cos  x 
D^  cos  or  =  sen  a: ,        D^  cos  j?  ==  cos  x 

e  siccome  per  il  numero  n  pari 


db  cos  :r  c=  cos  (  j?  -f-  -r-  ) 


e  per  n  impari 


dtz  sen  a:  =s=  cos  (  a:  •+•  —  ) 
cosf;  in  tutti  i  casi 

D'*  COS  :r  s:^  COS  (  JP-H  —  ) 

d'onde  per  il  differenziale  dell'ordine  n 

_  .         fwr    - 

d"cos  «  s=  COS  (  of  -+•  —  ;  da^ 

Ip  seguito  mostreremo  degli  altri  esempi  per  la  deri' 
razione  successiva  delle  funzioni. 
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42.^  Àfóilne  yolte  succede  obe  la  funzione  della  a: 
ftì  presenti  sotto  la  forma  à\f{X'^d)  o  diy*(tix),  es- 
BCDdo  a  una  costante ,  ed  io  ambedue  i  casi  è  sempre 
focile  di  determinare  sì  la  derivata  che  il  differenziale  di 
Un'ordine  qualunque,  in  modo  che  per 

bì  ha  immediatamente 

y  W  <»/(«)  (jc  -H  a)  >  d»y  =/<«)  (x  -+•  a)  djc* 
E  per 

y  =f(ax) 

si  otterrebbe 

y(»)  s=s  c*/(«)  {ax) ,  d»y  «»  a»y*W  (<wr)  d«« 


Queste  due  formole  generali  trovano  fra  le  altre  una  ap- 
plicazione alle  funzioni 

(  j:  H-  a)«  ,     «^  ,    seii  or,  • . . 

che  per  brevità  omettiamo  di  sviluppare. 

Per  le  funzioni  di  funzione  riprendendo  le  formole 

X  =  F(y),        y  ^f(x) 

Az  s=  F'(y)  dy  ,  AH  —  P'(y)  d»y  •+-  F"(y)  dy« 
i?x  =  r{y)  d^y  H-  3r '(y)  dyd^  -H  r'(y)  dy' 

ove  in  ciascuna  si  avrebbe  a  sostituire 

dy  rs=  y'Ax  5  d*y  =  y'Ax*  »  d'y  ==  y'^Ar', . . . 

e  quindi  si  dedurranno  le  derivate  x  ,  z' ,  %"' ...  ri* 
guardo  alla  x^  cioè 

«'  =  F'(y)  y' ,     «"  -  F'(y)  y"  -|-  F^)  /» 
«"  =  F'(y)  y"+  3F"(y)  y  y"  h-  r"(y)  y'' 
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dalle  quali  si  dedùcoiio  suliito  i  respettivi  ditferètizidij 

cosi  avetidùsi 

js  e=s  eJ" ,        ed        y  <=  sen  où 

si  troya  primieramente 

z  =r  er  y  ,      z''  c=  ey  (  y''  -f-y'^)  ^ 
*'''  =  er(y'''4-3yV'H-y'3) 


e  quindi  per 

y'  8=5  cos  x^    y'  =s  —  sen  xr ,    y'" ss=  —  eos  x ,  •.- 

si  avrà*  in  fine 

z'  ts»  e»en*  COS  x,    z'zss  ««»*  (  eos*  a?  —  sen  a:  ) 

x^'  e=  c««n *  ( cos^  j?  —  3sen  a?  cos  àf  —  cos  x  ] 

Termineremo  questo  parag.  colFiddicare  brevemente  in 
che  consista  il  cangiamento  della  variabile  indipendente 
nei  successivi  differenziali,  e  derivate  di  nna  funzione. 
Nella  differenziazione  si  è  preso  costante  il  differenziale 
della  variabile  indipendente,  ed  allora  come  abbiamo 've- 
duto neir  antecedente  paragrafo  40,  si  esprimono  molto 
semplicemente  le  derivate  di  un^  ordine  qualunque  della 
funzione;  nel  caso  adunque  che  si  volesse  fare  un  can^ 
giamento  di  variabile  indipendente,  basterebbe  in  luogo 
dei  rapporti 

d'y  d^y  d^y  d"y 

do?»  '         'àx^   '  ir4 dx* 

sostituire 


do;     do:  '       àx     \àx     AxJ 
Ar     \    dx    Ary 
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ove  si  considererà  variabile  anehe  dr  per  poter  sosti** 
tttire  i  valori  d'o?,  d'jr,  .  .  .  espressi  per  il  differen- 
ziale della  nuova  variabile  indipendente. 

43.^  Le  funzioni  composte  si  differenziano  succes* 
divamente  per  le  medesime  regole  di  già  stabilite  per 
la  derivazioiie  e  differeaziazione  uaica  :  cosi  per  la  foor 

ZÌ0U9 

si  trovò  per  la  prima  derivata 

quindi  per  una  derivata  deirordine  n»^<no 

«/(«)  z=s  uH  -H  t?l'0  -4-  jr(")  -H 

«#  ■  ■  •  < 

e  per  il  suo  differenziale  corrispondente 

d«y  «as  d'*t«  -h  d*!?  -H  d"jr  H 


•  •  •  • 


Per  la  differenziazione  ,  e  derivazione  successiva  della 
fìiDzion^ 

y  cs  ui?  r  .  *  »  f 
fil  ba  per  le  due  u^  v, 

dy  ast  vòu  -f-tfdv  ,     d^  »=  t^d'té  4-  2èu  àv  -f»ud^ 
d^y  sxa  vA^u  -|-  3dt?  dH«  -f-  3dtt  iH  ^  uàH 


)n  cpiesti  differenziali  la  legge  dei  coefficienti,  e  degli 
ordini  dei  differenziali  coincide  con  quella  del  binomio, 
e  perciò  per  un  differenziale  dell^ordine  n  si  potrà  sta^ 
bilire  la  formola  generale 

d'I  tiv  =  «d»u  -f-  nd""'¥dt?  H ^   ~      d'^-'iid't; 
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Questi  nsultati  si  potranno  mettere  sotto  una  forma 
simbolica,  considerando  la  caratteristica  d  come  una  quan- 
tità, in  modo  da  scriverò  brevemente 

d'^uv  =s=  (  d  -+•  d  )"  wt? 

perché  nello  sviluppo  del  binomio  s'intendono  difleren- 
ziali,  e  non  già  potenze;  il  primo  d  riferendosi  alla  «, 
ed  il  secondo  alla  v  o  Ticeversa.  Se  il  primo,  e  secondo 
membro  si  divida  per  dr"  si  otterrà  la  derivata  dell'or- 
dine n««™o,  cioè 

(  uv  )W  =3  w(«)  -♦*  fw(«-0  t?'  -+-  n  - — - — ^  ii{«->)  t?'^-f- 

Lo  sriloppo  del  secondo  membro  potrà  anche  rappresen- 
tarsi con  una  forma  simbolica,  qualora  si  adopri  la  ea^ 
ratteristica  Dx  per  le  derivate,  e  si  avrà 

Qui  pure  il  primo  D^  riferendolo  a  u  ed  il  secondo  a  v. 
Vedremo  a  non  molto  che  queste  formole  si  verificano, 
se  ti,  t?,  sieno  anche  funzioni  di  un  numero  qualunque 
di  variabili  indipendenti. 

44.^  Presentiamo  ora  delle  applicazioni  di  qualcuna 
delle  formole  generali  stabilite  per  la  differenziazione 
successiva  di  un  prodotto;  cosi  ripreso  il  differenziale 

dy  =  y  d^ 

sarà  facile  di  determinarne  il  differenziale  dell'  ordine 
netìmo  della  y  quando  x  cessi  di  essere  variabile  indi* 
pendente,  e  si  otterrà  la  formola  simbolica 

**y  =  (d-f-d)'*-»  y  dx 

purché  nello  sviluppo  il  primo  d  si  riferisca  ad  y' ,  ed 
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il  secondo  a  dx\  o  reeìprocameiite^  ed  arremo 


d^y  ==  dr  d*^*  /-+•  (  n  —  1  )  d«-*  y  à^x  -f 
-*-(»—  1)  d*  y'  d»-»j:  -+-  y'  d«a? 


Cosi  per  II  ssa  2,  3,  4,  •  .  .  8Ì  troverà  con  facilità 

d'y  =a=  y^'dr*  -+-  y  d^x 
d^y  o=  y"'dx3  -f.  3y''dJP  d'o:  -t-  y  d^JP 
d4y  =  jxv  4,;4  -f.  6/"daf*  d»jp  ^  3y"  (d>a?)» 

-(-  4y"4r  d'jp  -*-  y'd^JC 


Prendasi 

isi  otterrà  evidentemente 

quindi  per  la  derivata  delF  ordine  n«>uio  del  prodotto 
e''*/'{x) ,  ricaveremo  la  formola  simbolica 

D*  e''*/(a?)  =«  e"'  (  r  -H  D  )«/(at?) 

quante  volte  nello  sviluppo  le  caratteristiche  D,D^  D^...D* 
8Ìeno  derivate  di  J'{x).  Quest'  ultima  formola  dà  luogo 
ad  un'altra  della  quale  ne  mostreremo  i  vantaggi  nelle 
applicazioni  ;  ed  infatti  rappresentando  per  F(D)  una 
funzione  intera  delia  caratteristica  D,  avremo  non  solo 

F(D)  e'-'  s=»  F(r)  e^' 
ma  ben  anche 
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Qaesta  formola  sttasìdte  anche  se  F(D)  sia  fraxionaria , 
ed  allora  rappresenterà  integrali  di  un  dato  ordine ,  di 
espressioni  differenziali. 

45.^  Veniamo  finalmente  alle  ftinzioni  immaginarie^ 
ed  alle  funizioni  a  variabile  immaginaria;  per  le  prime 
essendo 

y«9{x)+(P(j?)|/--.1 

^i  troYò  di  già 

quindi  per  una  derivata  qualunque 

0  per  un  differenziale  del  medesinio  ordine 
d*y  =s  d*  f(x)  +  d*  tif(x)  i/"— 1 

Con  egual  facilità  per  le  seconde,  si  avrà 

dalle  quali  si  trovo 

« 

àu  =/'(j»)  dz ,        djs  =  do?  -H  dy  l/* —  1 

e  supponendo  dz  costante  si  trova  egualmente  che  per 
h  variabile  reale 

^  /  V       die        ^„  ,         d»t*  -,  w  V         àfhi 

f  W  =  ^, .  nA  =»  -a^ .  ••••  /")•  (^)  =  -^ 

Si  porrà  fine  coir  avvertire  die  un  cangiamento  di  T»r 
riabile  indipendente  si  farà  col  sostituire  ai  termini 

du            d'u  d^u 

li'        ~à^' d^ 


8^7 
le  nnoTe  espressioni 


Sulle  rdazioni  che  paesano  fra  le  funzioni  di  una  sola 

variaòSej  e  le  loro  ierivaiej  o  differenziali 

di  un  dato  ordine. 


*9m 


46.**  Abbiamo  fino  ad  ora  vedalo  cbe  il  principale 
scopo  del  Calcolo  differenziale  consiste  nel  dedurre  con 
date  operazioni  le  funzioni  derivate  da  un'altra  fonzione 
parimenti  data.  Ora  una  prima  formola  cbe  esprime  una 
relazione  fra  gli  incrementi  della  funzione^  e  della  va- 
riabile indipendente  é  come  dal  parag.  26 

/(«-HA)-/(x)  =  A(/'(x)-|-I) 

ove  f(x)^  f{^)  devono  esser  continue  entro  dati  limiti, 
e  la  I  si  annoila  per  A  =  o.  Ognun  vede  però  che  ri- 
mane incognita  la  forma  della  quantità  I,  e  non  possia- 
mo prevalerci  deDa  riportata  formola  die  per  la  ricerca 
della  funzione  prima  derivata.  La  nuova  questione  cbe 
ci  proponiamo  di  risolvere  é  di  un  grande  interesse  per 
la  moltitudine  delle  applicazioni  delle  quali  é  suscettibi- 
le, e  si  a^ira  sulla  ricerca  delle  relazioni  che  passano  fra 
le  funzioni,  e  le  loro  derivate.  Crediamo  però  opportuno 
di  richiamare  primieramente  alcune  proprietà  cbe  si  ve* 
ri6cano  nelle  funzioni  reali,  e  continue  entro  dati  limiti 
della  variabile  indipendente. 

Al.^  Una  di  queste  proprietà  è  die  se  una  fanzio* 
ne  reale  della  variabile  x  cresce,  o  decresce,  all'aume»^ 
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tar^,  o  dìmimiire  della  x^  la  funzione  {Mrìma  derivati 
sarà  una  qaantità  positiva,  ed  al  contrario  se  ad  aumen- 
ti, 0  decrementi  della  x^  corrispondono  decrementi,  od 
aumenti  della  funzione,  allora  la  funzione  prima  deri- 
vata sarà  negativa,  ed  infatti  dall'equazione  ai  lìmiti 

si  deduce  che  Ày,  Aor,  saranno  del  medesimo  segno  se 
air  aumentare ,  o  diminuire  della  x  corrispondono  au- 
menti, e  decrementi  della  funzione,  e  saranno  di  segno 
contrario,  quando  crescendo  la  x  diminuisce  la  y,  e  vi- 
eeyersa;  quindi  anche  nel  limite  gii  infinitesimi  ^,  àr, 
conserveranno  i  respettivi  segni ,  e  per  conseguenza  la 
fonzione  prima  derivata  sarà  positiva  nel  primo  caso,  e 
negativa  nel  secondo;  cosi  per  esempio  le  tre  funzioni 

— ,     cosx,     (1  — ar)*» 

X 

hanno  per  derivate  le  quantità  negative 

1 
,  —  seui»,    —  m(1  —  X  y^^ 

ed  ognun  yede  che  le  indicate  funzioni  seguono  una  it- 
gion  reciproca  della  indipendente  x. 

Un'altra  proprietà  di  già  indicata  al  parag.  1 3  é  che 
una  funzione  reale,  e  continua  entro  due  dati  limiti  Xo  X 
della  iT,  non  può  passare  dai  valori  negativi  ai  valori 
positivi  e  viceversa  se  non  passa  per  lo  zero,  od  in  al* 
tri  termini  deve  tempre  trovarsi  nn  valore  particolare 
della  X,  e  compreso  fra  x^  X ,  il  quale  verifichi  l' e- 
quaziooe y*(x)  «=  o  ;  una  fonzione  poi  reale,  e  disconti- 
nna  dì  una  sola  variabile ,  passa  dai  valori  positivi  ai 
BegaftÌTi,  passando  per  l'infinko,  ossia  tì  sarà  aenpre  n 
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valore  particolare  della  x.  che  verificherà  -^, — c=^.  Co^ 

sì  le  fìinzioni 

1 
— ,    tango? 


passano  per  finfinito  qnando  da  positive  devono  divenir 
negative  per  tutti  i  convenienti  valori  della  x. 

48.^  Premesse  qaeste  dae  brevi  riflessioni  sieno  f  (x), 
T(x)  due  funzioni  qualunque  della  ar,  ed  j?o,  Xo  +  A  =3  X 
due  valori  determinati  della  medesima  or,  e  si  formi  il 
rapporto 

f(Xo  -H  *)  —  Ì(Xo) 

FfoTo  -f-  A)  —  F(jc^) 

del  quale  se  ne  cerca  il  valore  per  mezzo  delle  derivate 
delle  due  funzioni  f(x) ,  F(j?). 

Supporremo  che  F(^)  vada  costantemente  variando 
da  jr»  fino  ad  X  per  cui  la  derivata  F'(jr}  sarà  sempre 
del  medesimo  segno,  e  che  i(x)  sia  continua  entro  i  me- 
desimi limiti  jTo,  X.  Dopo  ciò  si  decomponga  Finter- 
yallo  A8=X^«^o  ^  ^^  numero  n  di  elementi  eguali 
denotati  per  et,  ovvero  chiamando  Xi .  x^ .  x^ . . .  a?^.i  al- 
trettanti valori  compresi  fra  :»•  ed  X  si  abbia 

O^i  —  Xo  =s  Jr j  — *•  a; j  e=3  4:1  -*  X^  SS9  .  .  ,  sss  X  — •  Xf^^i  ssadl 

dalle  quali 

^i  =»  ^o  -I-  «  «   JTa  =  ^6  -4-  2a,  .   ;   .    .   . 

x^^i  as  ^^  4*  («  —  i)  cci    X  sa=  opo  •+•  na 

Se  il  numero  n  di  questi  elementi  cresca  indefinitamen- 
te, se  ne  diminuirà  il  loro  valore  a,  allora  h  sarà  il  li- 
mite verso  il  quale  converge  il  prodotto  noe,  e  perciò 
dalla  somma  dei  rispettivi  intervalli  si  avrà 

X  —  Xosszh^    h=ss  lim  noe 
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Gou  questi  ralori  il  rapporto  degli  «nmeati  finiti  delle 

due  funzioni  diverrà  successiyamente 


F(Xo -f  « )  —  F(jc«)  '      ¥{xo  H-  2«)  —  F{x.^a) 


F(jCo  ^  A)  —  F(jc„  -H  *  —  «) 

Facendo  la  somma  dei  numeratorìi  e  divisa  per  la  aom- 
ma  dei  denominatori,  che  hanno  tutti  il  medesimo  se- 
gno ,  si  otterrà  per  quanto  si  è  stabilito  al  parag.  15 
un  medio  fra  il  più  {[rande ,  ed  il  più  piccolo  di  quei 
rapporti  e  che  evidentemente  coinciderà  con  il  rapporta 
cercato.  Ora  da  una  prima  relazione  fra  le  funzioni,  e 
le  derivate  si  ha 

f(xo  -*-«)  —  f(xo)  oo  a  (  fVo)  -f-  Il  ) 

f(Xo  -H  2«)  —  f(x^  -4-  O:)  =;  «(  t\Xo  -+-«)-»-  la) 

f(aro  •+•*)  —  f(xo  •+•  A— oc)  «  a  (  {\x^  4-  A  —  «l-i^Ii.i  ) 
ed  insieme 

T{xo -Ha)  —  f{x.)  =  a (  F'(x.) h- F) 

F(x.  H-  2a)  —  F(xo  H-flc)  =  «  (  r{x^^a)  +  I') 


F(a?o -HA)— F(a:o-»-  A~a)  — (  F'(aro-HA— .a)-H  IW  ) 


quindi  sarà  facile  il  vedere  che  ciascun  dei  rapporti  si 
potrà  porre  sotto  la  forma 


■       »    m^  n.{  \ 
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U  <|!làii(ità  fl,  It, .  .  •  tt(„)  tòUyergeranitò  vetio  lo  tetó 
Ilei  medesimo  tempo  che  a.  Il  rapporto  ki  questione  e»* 
liendo  compreso  fra  la  più  grande,  e  la  più  piccola  di 
queste  frazioni,  sarà  compreso  fra  il  più  grande  ed  il 
più  piccolo  dei  limiti  yerso  i  quali  convergono  queste 

stesse  frazioni,  delle  quali  I^espressione  generica  sarà  ^-^ 

compre^  fra  la  più  grande,  e  la  più  piccola,  quando,  x^ 
varia  in  un  modo  continuo  da  x^  ad  x^  -4*  A  dunque 
esisterà  per  x  un  valore  intermedio  fra  questi^  pei  quali 
si  verificherà  Teguagtianza  del  rapporto:  il  valore  inter« 
medio  è  come  dal  parag.  1 5  della  forma  o^o  -f-  9A,  ove  9 
é  un  numero  incognito  >»  o ,  e  «^  1  ,  e  concluderemo 
in  fine 


F(Xo  -f  A)  —  ¥(x,)  r{a:^^$h) 

I 

Questa  formola  è  il  soggetto  di  una  delle  più  importanti 
lezioni  del  calcolo  differenziale  del  sig.  Cauchy  ;  ma  il 
{precedente  ragionamento  è  stato  desunto  dal  corso  d'a** 
ìaalisi  del  sig.  Duhamel.  La  medesima  formola  sussiste 
quante  volte  f\x)  mantenga  il  medesimo  Segno  da  x^ 

r(x) 

fino  ad  Jt«  -f-  A  ^    ed    =^7-^  passi  per  tutti  i  valori  fra 

¥  (x) 

il  più  grande s  ed  il  più  piccolo;  questa  seconda  condì- 

F(x) 
zione  si  verifica  quando  =--^  sia  continua  fra  4P«  ed  «o-f-J^S 

F  (x)  ' 

quantunque  potrebbe  succedere  Topposto» 

49.^  Veniamo  ora  a  dedurre  diverse  altre  forinole^ 
le  quali  ci  saranno  in  seguito  di  una  grand^utilità.  Sup^ 
pongasi  primieraitiente  )  che  per  il  valore  particolare 
a:=nx^  sia 

f(Xo)  =  o,    F(a:o)=o 
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allora  si  ha  solamente 

F(xo-|-.A)"t>o-t.eA) 

Se  oltre  la  precedente  ipotesi  si  aggiungesse 

f  (jrj  =  ó  ,    fVo)  =  o  ,  .  .  .  .  C»-")  (xo)  =  o 
FVo)  *«  0  ,    F"(jCo)  =  o  , F(-0  (x«)  =  o 

e  che  tutte  queste  derivate  rimangano  continue  entro  i 
soliti  limiti  unitamente  alle  f")  (j:),  FM  (x)^  allora  chia- 
mando ffi  &\  &^\  . . .  6("*^)  altrettanti  numeri  incogniti 
>>o,  e  ^.^ì  nei  quaK  si  verifichi 

risulterà  l'eguaglianza  di  frazioni 


t(x,^h) _f (xq  -f-  Qh)^  n Xq -f- g^A)  _   ^fWJ^ 


^«-'•J 


F(xo  -+-  A)      r(x^^Gk)      r\x.  -*-  SA)  FW  (a:o-i-  e.-'  ^ 

quindi  eguagliando  la  prima,  e  Fultima  avremo 

F(<ro-*-A)       FW(x^-t-eA) 

efseB<io  fi^o,  e  ^-1;  in  qoeata  fonnola  le  iiuizìonì 

F V)  .    FV)  »    J^V) .  .  .  i  .  F(-')  («) ,    FW  (a;) 

derono  manteBere  il  medesimo  segno  nelF  interrallo 
h=\-—x„.  Se  le  fonzioni  derivate  si  annallaoo  sol- 
tanto per  X  ss:  X,:  la  precedente  equazione  dovri  rìm- 
piaziarsi  da 

f(«. -f.  A )  ~  f(x,)        fl-)(«,-|-W) 


F(«.  H-  A)  —  F(«,)        FC)  (*.-♦•  M  ) 
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Ne)  caso  ^rtìcoWe  di  ficea  T  toimerà  la  fofmola  di  mh 
Ipra  stabilito^  Pongasi  in  qnest^altioui 

otterremo  le  derivate 

f\x)^n{x—a:^)»-\    F'(x)  s^n(»  —  1)  (a:  — «o)""* 
•  .  .  .  .        FW(jc)=s  1.2.  3... n 

le  quali  per  i  valori  di  x>o  si  mantengono  tntte  del 
taiedesimo  segno,  ed  insieme  si  veriBca 

FW  (oTo)  ^  t.  2. 3..  n 
e  atccome 

FW(j?o-h6A)=  1.2.  3..n,    F(a?o -h  A)  =  *" 
cosi  avremo  la  nuova  formola 

1.  ^«  a  ••  n 

per  la  quale  si  renderà  superfluo  avvertire  che  oltre  la 
continuità  delie  funzioni,  e  delle  derivate  suppone  anche 

f(xo)  =so  ,    r(a?o)  «o  .  .  .  fi'»-»)  (a?o)  =0 

NellMpotesi  di  n  ss  1 ,  potendo  x^  rappresentare  una  va- 
riabile qualunque,  sarà 

f[x^h)^  {{x)  «  A  r(a:  ^.  Oh) 

Questa  formola  ci  somministra  il  valore  della  I  che  ai 
ha  neirequazione  di  già  cognita 

t(x+h)—t(x)^h{r(x)'hi) 

cioè 

I  *=  f  (0:^-64)  — r(x)  «=  A  f(^) 
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fModo  &k  sia  riacraMftto  della  t.  Tdi  ìom  le  prìiH 
opali  fomole  per  espriawi«  le  rdaziou  cbe  csistond  fra 
le  Ibazioiii,  e  le  derÌTate*  A  lotte  queste  ne  aggiunge- 
resMi  deDe  altre,  che  eoa  gran  facilità  si  deducono  daii* 
antecedenti,  e  die  ci  saranno  in  »egtdto  molto  utili  per 
la  risohuiooe  di  diyerse  qoestionL 

50.*  Pongasi  infitti  x«  =  o  ndToltima  fonnola  del 
parag.  48,  e  sr  moti  k  in  x^  sarà  dalla  medesima 

((x)-((o)     ^      f{9x) 
F(r)  — F(o)  F(dx) 

Qoi  le  Anuioni  MmuM  continue  a  partir  da  jr  =  o,  ed 

fi*)  dovrà  eonsOTTare  9  medesùno  segno  a  cominciar  dal 

■edesimo  Taloie.  Se  oltre  renondate  condizioni  abbiasi 

ancora 

f(o)«o,    F(o)c=o 

rimitele  acMpUeoBcate 

Hr)  f (  9x  ) 


F(x)         r{Ox) 

Alla  precedente  ipotesi  aggiongiamo 

f'(o)  =  o ,    {"(o)  =  o  .  .  .  .  Il-')  (o)  =  4» 
r(o)  =  o,    r(o)  =  o F("-M(o)  =  o 

arremo  la  serie  dì  fomole 

■f{x)       r{$x)  _  {'(ffxy  P")  ( fl(-«)  X ) 

F(.r)  ■"  r{6x)  ~  r'ie*»)  "^  "' "^  fw  (  $(-«)  «  j 

ore  come  sopra 

•  nel  medesimo  tempo,  dascon  dei  numeri  incogniti 
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6s  6\  ff'...  6('^>}  >09  e  <  1  ;  quindi  sarà  in  ge- 
nerale 

fjr)         fl»)(gx) 
F(x)  ™    FW(ex) 

In  quesU  formola  si  suppone  la  continuità  delle  funzio- 
ni, e  delle  loro  derivate  fino  all'  ordine  n«nmo  a  partir 
da  «=o,  e  le  F»  ,  F».  .  .  FC*-»)  (x) ,  F(")(x) 
mantengono  sempre  il  medesimo  segno  per  tutta  la  serie 
dei  valori  dei  quali  é  suscettibile  la  x.  Se  per  x  :±*  o, 
le  due  funzioni  f(o),  F(o)  mantengono  un  valore  finito, 
allora  converrà  alPultìma  formola  sostituire 

f(x)  —  f(o)  f  »)  (  Gx  ) 


F(j)  —  F(o)        F(«;  I  Ox  ) 

Nel  caso  in  cui  fosse  n  «ss  1  tornano  le  formoie  di  già 
trovate.  Pongasi  -ora 

si  avrà  evidentemente 

F(o)  c=  o  ,    F'(o)  =  0  ,  .  .  .  F(»-«)  (o)  =  o 
F(")  (r)  t==].2.3...n^  FW  (  9x  ) 

dunque  Tultima  formola  ci  porgerà 

Se  fosse  anche  f(o)s=&0|  avremo  semplicemente 
Queste  due  nltime  formoie  per  n  =  1  sì  riducono  ad 
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le  quali  servono  a  rappresentare  le  relaziona  che  passa* 
no  fra  la  funzione  ,  e  la  prima  derivata  ;  cosi  se  f{x) 
prenda  successivamente  i  valori 

(1  -H  xy* ,    a*,  e*,  log  (1  -f-  ar),  sen  j?j  cos  Xy  are  tang  x 

si  dedurrà  dairultime  due  formolo 

(i  -l-x)"«=  1  H-«w:(1  -+-5x)'^S  a*=  1  4- a;  log  a.  o^» 
^=1  H-ape**,     log(1-+-a:)=  g^ 

sen  X  ss  j;  cos  d  X ,    cos  jcr  «ss  1  «^  j;  sen  ^  x 
are  tang  x  «s 


1  -+-  fi*  X» 


Nella  stessa  guisa  si  potrebbero  applicare  ad  altre  fon' 
zioni.  I  ragionamenti  con  i  quali  abbiamo  stabilito  nei 
precedenti  parag.  alcune  formolo  generali  suppongono  la 
funzione,  e  la  variabile  reale  ;  ma  non  ci  sarà  difficile 
di  estenderle  a  questi  due  casi  ;  e  ci  limiteremo  a  ri* 
portare  qualcuna  delle  formole  generali,  le  quali  sussi-' 
Itone  e  per  la  funzione,  e  per  la  variabile  immaginaria. 
51.®  A  questo  oggetto  riprendiamo  la  formola  di 
già  dimostrata  neirantecedente  parag. 

f(x)-f(o)  =  ^-^l— f»){9,) 

nella  quale  la  funzione  derivata  f  (")  (x)  mantiene  un 
lore  finito  per  xrtso,  perciò  si  potrà  supporre 

fl«)(fix)  =  fi»)(o)  +  I 

I  svanisce  per  ars=^o,  per  cui 

flx)-f(o)=^-|l-jj(  fi-)  (0)4-1) 
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Se  Togliamo  snftponre  di  più  f(o)aso,  allort  si  ottiene 
BeoqfdieeiBiente 

Ciò  posto  sia  la  funzione  immaginaria 

e  supponiamo  che  per  xssso  si  verifiobi 

f(o)«=:o,  r(o)  =  o.    f»«o ({-»)(q)*=o 

d  evidente  che  essendo  in  geperale 

f\«)  (x)  =:  fi*»)  (a?)  H-  ^W  (ic)  1/^—  1 
le  dne  funzioni  verificheranno  parimente  le  condizioni 
p'(o)  =3  0 ,    f '"(o)  sa  o  ,    9'''(o)  =  0  ....  9("-»}  (o)  =5  o 

ip'(0)  =  0,      (^»=0,     f»  =  0 (/;(«-i)  (o)  =  O 

quindi  per  le  medesime  due  funzioni  reali  si  arra 

I 

<Mar)  -t^o)  «=  ^72^  (r'  (0)  -+-  I.) 

Il  ^  I,  devono  svanire  per  or  e=  o.  Sommando  ora  queste 
due  equazioni  dopo  di  aver  moltiplicato  la  seconda  per 
l/* — 1,  ricaveremo  per  la  sostituzione 

f(r)-f(o)  =  ^-^^  (fW(o)  +1) 
quando  per  brerità  si  ponga 
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0|[nan  vede  In  coiocidenzà  delféspressione  come  ert  pw 
la  fuDzìoBe  reale.  Quando  la  variabile  x  sia  immagiaa* 
ria,  e  della  consueta  forma 

X  s=5  r  (  cos  ^  -H  l/*—  1  sen  t  ) 

potremo  considerare  f(4r)  come  una  funzione  del  modu^ 
Io,  mentre  ad  x  =  o  corrisponde  necessariamente  r  =  04 
quindi  per  tutte  quelle  espressioni  immaginarie  per  le 
quali  è  eseguibile  la  nota  riduzione,  supporremo 

f  (r  (cos  t -h  1/^—1  sen  t) )  :è=  y  (r)  4-  ^  (r)  l/"— 1 

Se  per  xso  si  yerifica  per  le  derivato 

f'(o)c=o,    f»  =  o,    f»  .  ,  .  f*-«)(o)  =  o 

siccome  si  ba  in  generale 

il")  (  r  (cos  < -f- 1/"-1  senr)  )  (cos  m^ -f- i/"—f  sén  mi) 

x=  ^(«)  (r)  -f.  (/;(»•)  (r)  l/*—  1 

cosi  per  a;  =  o,  0  per  rs=3  0  si  verificherà  anche 

9'(0)c=0,     f(0)=t:0,     9»i=o-.-..9(»-«)(o)==:o 

f/^'(0)e=aO,      ip»«r0,      (|*'"(o)  —  O (|^(-«)  (o)  «=.  O 

quindi  le  due  funzioni  reali  ^(r),  fp{r)  daranno 

pW — 9(0)  ==  0X7^''"^  (^)-»-  J»  ) 

Moltiplicando  la  seconda  per  (/"«^l  «  e  sommando  eoa 
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là  prima,  si  osserverà  che 

a?"  a=  r"  (  cos  n<  -+.  J/"— 1  len  nt  ) 

cos  ni  -+- 1/^—1  sen  ni 
e  ponendo  per  brevità 

C09 n^  -h K^—  1  sen  ni 
troyeremo  con  facilità 

f(x)-f(o)=--^  (C-) (0)4-1) 

e  che  sarà  della  medesima  forma  per  la  variabile  x  rea- 
le. Con  i  medesimi  andamenti  si  potrebbero  estender» 
al  caso  della  variabile  immaginaria  le  formolo  ottenute  al 
parag.  49,  e  ohe  per  brevità  omettiamo, 

52.^  Prima  di  passare  a  speciali  applicazioni  non 
sarà  inutile  di  vedere  come  si  esprima  il  differenziale 
delPordine  n^^o  di  una  funzione  y,  quando  le  funzioni 
derivate ,  esclusa  1'  n^n»  verifichino  alcune  particolari 
condizioni.  Ripresa  infatti  la  formola 

1.  il.  d  .•  n 
che  abbiamo  stabilito  al  parag.249,  si  verificherà 
f(o)  =  o,    f»«o,  ..,  r'(o)  =  o...fl'^')(o)=o 

Rappresentando  x^  im  valore  generico,  pongasi  x  in  luo- 
go di  Xo  porremo 
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ed  insieme  faremo 

P«)  (a:  +  M  )=»((-) (a?) +1 

I  dorrà  svanire  con  A  ss  ^ ,  e  riflettendo  in  fine  die 
per  il  consueto  infinitesimo  a  ausiliare  si  ha 

Arsa(dx-i-K) 

otterremo  evidentemente 


Questa  espressione  della  differenza  ày  si  rende  più 
plico  col  sostituire 

(di?-+-K)»«:daj*-hK,,    e    d»y  =«  IW (ar)  dx» 
tf  terrà  in  fine  sotto  la  forma 


^»=rrTr: '*"»*■> 


H,  Ks4  svaniscono  egualmente  che  K,  ed  I  perAcso. 
Nella  precedente  formola  ày  sarà  un  infinitesimo  dell* 
ordine  n^ùu»,  e  si  accorda  pienamente  a  quanto  fu  detto 
al  parag.  16  sui  diversi  ordini  degli  infinitesimi.  Con^ 
eluderemo  in  fine  che  se  nella  y  per  valori  particolari 
si  verifica,  y'  =s  o ,  y^ss  a ,  • . .  y('*'')  s=s  o  il  differenzialo 
delf  ordino  n»"no  é  definito  dalla  formola 

d'*y=a  1.2.  3. .filimi 


in 

APPLICAZIONI  DEL  CALCOLO  MPFEaEIVaSlALE 
AD  ALCUNE  QUESTIONI  DI  ANALISI  PURA 


i%m 


Dei  maBwmij  e  minim  valori  Mie  funzioni  reali  di  unm  ecìa 

variabile:  metodi  per  determinare  i  valori  diqudU 

espressioni  che  si  presentano  sotto  una  forma 

tndeterminaia  :  ordini  diversi  ddle  fuaniitd 

infinitamente  piccole. 


53.®  Se  per  un  valore  particolare  a,  comfn'eso  fra 
due  dati  lìmiti  della  yariabile  indipendente  x,  la  funzio^ 
ne  y*(.r)  reale  ammette  un  valore  più  grande  di  tutti  quei 
che  8Ì  otterrebbero  facendo  aumentare  o  diminuire  la 
a  di  una  quantità  piccolissima,  allora, /"(a)  si  dice  uH 
valore  massimo  od  anche  un  marimum ,  come  /\a\ 
si  dirà  un  minimo  ovvero  un  minimum^  se  per  valori  più 
grandi,  o  più  piccoli  di  a,  si  ottengano  pery*(a?)  valori 
sempre  maggiuri.^  U  calcolo  diiSerenziale  somministra  dei 
metodi  facili  per  riconoscere  i  massimi  e  mmónt  delle 
funzioni;  ed  infatti  se,/\r)  acquista  un  valore  massimo 
per  of  r=  a ,  allora  chiamando  k  uua  quantità  infinita* 
mente  piccola  dovrà  essere 

yi«-A)</I«),    e      f(a-^k)<J\a) 

dunque  per  la  prima  proprietà  delle  (unzioni  enunciata 
al  parag.  47  si  verificherà 

y(x)>o    per    a?<a,    e  /'{-cXo    per    x>a. 

e  per  conseguenza  se  y(r) ,  /^{x)  sono  continue  entro 
due  dati  limiti  x»^  X  fra  i  quali  trovasi  compreso  il 
calore  a,  làj^{x)  non  potrà  passare  dai  valori  poaitivi 
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ai  Talori  n^tifi  som  fOÈUr  per  lo  zero,  h  fui  cir- 

cof Uoza  000  potendo  aver  luogo  die  per  A  =s  o , .  sm 

necessarìameote 

Che  fé  la  fimiìoiie  prìnu  derbauy'C)  ^^^"^  disooali- 
ooa  ;  alloni  si  Terificherìi 

1     _ 

Con  mi  ngiooamento  del  tatto  simile  se  la^^x)  non 
cessando  di  esser  continoa  entro  i  limiti  x^ .  X  quando 
fra  questi  ralori  le  ne  sia  uno  x  =»  a  die  renda  mini- 
ma  la  fonzione  doTrà  essere 

yi«-*)>yi«).  e  /(«H-A)>yi«) 

énnqne  la  funzione  prima  derivata  yerificlierà  le  eondi^ 
zioni 

m 

y(x)  «<  o    per    «  «<  a  ,    e  f(x)>  o    per    jr  >  • 

e  quindi  per  2;=  a,  sarày*'(a)a=  o,   e  nel  caso  della 

discontiooità    -T7 —  =  o  .  Da  tutto  l'esposto  si  dedurrà 

che  la  condizione  del  mtusmo^  e  del  mmèmo  dovrà  cer- 
carsi nelle  radici  di  una  delle  equazioni 

La  prima  sussiste  per  la  continuità  della  funzione,  e  la 
seconda  nel  caso  della  discontinuità;  per  riconoscere  poi 
quando  la  fonzione  dia  un  massimo  od  un  minimo  basti 
in  questo  momento  richiamare  che  nel  caso  del  massim 
dovrà  essere 

/'(x)>o    per    a<a,    e  f{x)<,o    per    *>s 
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ei,  all'opposto  per  il  mimino  si  sperimenterà  la  condizione 

jr(x)  <  o    per    X  <  a ,    e  y '(x)  >  o    per    j?  >  a 

Che  se  la  funzione  prima  derivata  ^/^(j?)  per  valori  del- 
la X  che  difleriscono  da  a  di  una  quantità  infinitesima, 
rimanga  o  costantemente  positiva,  o  costantemente  ne- 
gativa, certamente  per  y{x)  non  vi  sarà  valore  né  mas^ 
smo^  né  mimmo.  A  dilucidamenio  dell'esposta  teoria  pro- 
porremo alcune  applicazioni. 

54''  Vogliasi  il  valore  massimo,  e  minimo  dalla  fun- 
zione 

f{x)  aas  x3  —  6x*  -h  9  j:  —  3 

avremo  dalla  derivazione  la  condizione 

f(x)  «=32?*  —  I2x  4-  9  es  O 

e  che  si  ridurrà  all'equazione 

ap>  —  4x  -h  3  c=  o 
le  radici  della  quale  sono 

Xssa  i    ^  X  ess  3 

d'onde  per  la  sostituzione  del  primo  valore  nel  secondo 
membro  diy*(r)  si  ottiene 

e  per  la  sostituzione  del  secondo 

Il  primo  sarà  un  massimo  ed  il  secondo  un  i»itfitffio,  ed 
infatti  dalla  funzione  prima  derivata,  abbiamo  per  va- 
lori infinitamente  piccoli  di  h 

/"(1 -hA)  =  3(A>— 2A)<o,  /'(1-A)  =  3(A»-»-2A)>o 

8 
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quindi  opss  1  rende  massima  la  funzione;  per  il- secondo 

Talore  xcsS  si  ricaYa  egualmente 

/(3-hA)  c=  3  (AM-2A)  >  o ,  /'(S— A)  =3  (h^—2h)  <  o 

dunque  x  =  3  dà  un  minimo  per  la  funzione. 
Sia  inoltre 


f{x)  =j/x  -  «~ 


sarà  dalla  derivazione  nel  sistema  dei  logaritmi  Nepe- 
riani, e  dalla  condizione  del  massimo,  e  del  minimo 

I 
ovvero 

1  —  logXHiO 

per  la  quale  si  verificherà 

xsse 
e,  essendo  la  base  degli  indicati  logaritmi  Neperiani,  ia 

e 

modo  che  l/'e  sarà  un  massimo  della  funzione  ;  ed  avre- 
mo., dalla  funzione  prima  derivata 


la  quale  sarà  ^  o  per  A  ^  o ,  ed  all'opposto  ^  o  per 
A  ^  o,  dunque  xssse  verifica  le  condizioni  del  massima 
Abbiasi  in  fine 

J[x)  =3  «5  _  5j;4  ^  5^53  ^  ^ 
sarà  al  solito 

/'(r)  =  5x4  —  20x3  H-  1 5x*  =o 
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della  quale  le  radici  sono 

a:==o,         a?=3l,         x  =  3 
e  per  questi  valori  la  funzione  diviene  successivamente 

Ora  per  x^sso 

f(h)  =  5*4—20*34.  15A»>0 

qualunque  sia  il  segno  della  A,  dunque  l'indicato  valore 
non  somministra  nò  massimo  nò  minimo;  per  il  secon* 
do  j;  =  1  ,  si  ha 

/'(  1  +  A)  =  (  1  4-  A)>  (  5A»  —  10A) 

la  quale  ò  <^  0  per  A  >»  0 ,  ed  al  contrario  ^  0  per 
A  <;  o  dunque  y(x)  s=  2  sarà  un  massimo  ;  finalmente 
jc  =  3  porge 

/(3-hA)=(3^A)»(5A«h-10A) 

quantità  ]>o  per  A;>o,  e  «^o  per  A^o  dunque, 
—  26  ò  un  minimo  della  funzione. 

55.°  Veniamo  ora  a  stabilire  dei  criteri  più  gene* 
rali  per  riconoscere  i  massimi  e  minimi  valori  delle  fun- 
zioni. A  questo  oggetto  abbiamo  già  veduto  che  nel  ca- 
so del  massimo  f{x)  •<  o  per  a:>a,  e  viceversa  ,/'(a?)>o 
per  x<C,a^  dunque  perla  prima  proprietà  enunciata  al 
parag.  47,  la  derivata  dsìj^{x)  ossia  y*''(jc)  sarà  negativa 
per  valori  della  x  eguali,  e  vicini  ad  a,  0  ciò  che  torna 
Io  stesso  y (a)  <Cio,  Con  un  ragionamento  del  tutto  si- 
mile concludiamo  che  nel  caso  del  minimo ,  essendo 
y^(x)  >  o  per  a?  >  a,  e  y"(x)  <;  o  per  jc  <;  a  sarà  evi- 
dentemente y"(x)>  o  per  xssrza  e  per  x'^a  dunque 

in  questo  caso  J^'{a)  >*  0:  l'indicate  condizioni  sussistono 
quante  volte  x^ss^a  non  annulli  y^'(x),  mentre  allora  do- 
vremo procedere  nel  modo  che  segue.  Una  funzione  reale 
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di  una  sola  variabile  che  per  valori  dati  dalla  medesi-- 
ma,  diviene  o  nulla,  o  negativa,  il  valore  nullo  si  re- 
puta un  massimo^  per  la  funzione:  come  all'opposto  una 
funzione  non  suscettibile  di  ricevere  valori  ò  nulli ,  o 
positivi ,  si  reputa  mimiìno  il  valore  nullo.  Dopo  queste 
avvertenze  se  x^=^  rende  massima  lay*(x),  saràyr(a)==o, 
ed  insieme  f*'(x)  <;  o  per  x  >,  o,  •<  a,  quindi  se  x  =  a 
annullasse  ancora  f"{x)^  allora  J^{(i)  s=s  o  è  un  massimo 
della  funzione  derivata  seconda,  ma  ae/^'(a)  è  un  mas- 
simo dovrà  per  x=a  annullarsi  la  sua  derivata,  ossia 
f"\d)  =  o,  e  nel  medesimo  tempoy»v(x)  <;  o  per  or  =  a 
o  per  or  ^ ,  o ,  <C  ^  9  quando  x  =  a  annullasse  aDcbe 
y>v(x)  allora  essendo  f^^{a)  «=»  0  un  massimo  sarà  ne- 
cessariamente fy  (a)  =  0,  e  dovrà  verificarsi  ^f^^{x)  •<  0 
per  xt=ia,  o  per  a?>»,  o,  <C(^l  proseguendo  questo 
ragionamento  facilmente  si  conclude  che  nel  caso  del 
massimo  una  funzione  derivata  di  ordine  pari  sarà  ne- 
gativa per  X  r=  a  :  accenniamo  brevemente  il   caso   del 
.  minimo.  11  valore  xz=za  renda  un  minimo  f{x\  sarà  sem- 
pre f{(i)  =  0,  ed  insieme  /^(x)  >  0  per  a;  ss  a,  o  per 
x  >>,  0,  <Ca  ma  se  X  :=:  a  somministra  y^'(a)  =s  o;  allora 
questo  valore  nullo  sarà  un  minimo  di  J^'{x)  e  per  con- 
seguenza la  sua  derivata  y^"(.r)  darà  y^''(a)  =  o,  ed  in- 
sieme y^^(a:)  >>  0  per  a;  =  a,  o  per  ^  > ,  o,  <  a;  per 
lo  stesso  motivo  xs=a  annullando  yiv(x)  si  avrebbe  ne- 
nessariamcnte /'v(a)=o,  e  quindi  ./'vi(a)>o  per  jr«=:a, 
0  per  J7>»,  o,  <!a;  dunque  nelP ipotesi  del  minimo, 
una  derivata  di  ordine  pari  deve  mantenersi  positiva  per 
x^=a.  Così  per  mostrare  una  qualche  applicazione  sia 

J\x)  =6*  —  2  cos  x  -f-  e^ 

m 

ed  avremo  per  una  doppia  derivazione 

/'(jc)  =  e* -(- 2  sen  jc  —  e-* 
y^'{x)  =  e*  4-  2  cos  jc  -t-  r* 


117 
Ora  ar  =  o  porge  /"{x)  =  o  ,  e  f'\x)  =  4   dunque  si 
otterrà  per  un  mìnimo 

Sia  inoltre 

f[x)  =  e*  -h  2  cos  X  -+-  «^ 

e  derivando  successivamente  fino  alla  quarta 

f\x)  =  e*—  2sen  a:  —  r* ,  f{x)  =  e*—  2cos  x^r' 

/"'(x)  =  «»-H  2sen  x  —  r' ,  y«^  (x)=:=r'-+-2cos  jc  •+■  *^ 
Il  valore  x  e=t  o  rend»  nel  medesimo  tempo 

dunque  per  a:  =  o  si  ottiene  un  minimo  per  la  funzio- 
ne, Yale  a  dire 

Termineremo  di  parlare  della  teoria  dei  massimi,  e  mi- 
nimi ,  col  richiamare  che  quante  volte  x  c=^a  per  una 
data  funzione  verifichi 

y(«)-o,  /"(a)  =  o,  /"'(«)  =  o,...yT-)  (a)  =  0 

si  ayrà  come  già  si  ò  proTato  verso  la  fioe  del  parag.  49 

/[«-HA)  -/(a)-  ^--^^yì.)(«  +  W) 

oye  6  >>  o ,  e  <<  1 .  Quando  y*  (a)  sia  un  massimo,  il  pri- 
mo membro  di  questa  equazione  dorrà  esser  necessaria- 
mente negativo  qualunque  sia  il  segno  della  A,  e  perciò 
il  secondo  membro  non  potrà  verificare  la  medesima  con- 
dizione, se  non  sia  n  pari,  ed  insino  yH(a)  <[  o  :  nella 
stessa  guisa  sey*(a)  sia  un  minimo,  il  primo  e  secondo 
membro  non  saranno  positivi  se  non  quando  n  pari,  e 
yv'<)(a)  ^  0.  Queste  conclusioni  erano  state  di  già  dedot- 
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te  da  consUerazionì  diSerenlL  Passiamo  ora  alla  risolii- 

zione  di  altre  questioni  clie  ci  eraTamo  proposti. 

56.*  Alcune  funzioni  per  valori  particolari  attribuiti 
alla  Tarìabile  indipendente  x,  si  presentano  sotto  le  for* 
me  indeterminate 

—  ,db  — ,     o.dbeo,     o*,     00*,     1 

O  OD 

Ora  il  calcolo  infinitesimale  sonuninistra  alcune  speciali 
regole  per  conoscere  i  veri  valori  di  quelle  funzioni  che 
si  presentano  sotto  le  indicale  forme  indeterminate.  Così 
supposto  che 

jf  =  f(r) ,        s  <=  F(x)  .  .  . 

sìeno  due  funzioni  die  per  x  s=s  a  si  verifidii  non  solo 

y  =  o  ,        z  =  o 
ma  ben  andie 

y^  =  o,  z'  =  o,  y"  =  o,  ^=  Oj  —  y»-')  =  o  js(*-»)  :=  j 

allora  come  già  si  é  stabilito  al  principio  del  parag.  49, 
avremo  generalmente 

essendo  9^o,  e  <1  :  facendo  ora  4=3  0  si  rica- 
verà 

{{a)  o  f[«)(a) 


¥{a)         o  FM  (a) 

Di  qui  deduciamo  che  il  vero  valore  vitti  dato  dal  rap- 
porto di  quelle  derivate  che  non  svaniscono  simultanea* 
mente  per  j?  =s  a.  Alla  medesima  conclusione  giungiamo 
anche  facilmente  nel  modo  seguente. 


119 


Riprese  le  dae  funzioni 

y=f{x),        «=F(x) 
abbiamo  generalmente 


Àx 


quindi  se  per  xossm,    ycao,    s^so        sarà 

o  Av  Av  Ax 

— s=B  hm  —  sss  iim  7^  :  lim  r- 

o  Az  ùx  iix 

o  più  semplicemeate 

f(a)         _o^         f(a)^ 
F{a)  "^    o  "^  r(a) 

se  per  il  medesimo  valore  a  si  verificasse 

f (a)  =  o ,        F(a)  =  o 


allora  il  vero  ' 

valore  della  frazione   dovrà 

oercarsi 

nel 

rapporto 

{(a) 

F(a)" 

0 
0 

r(a) 

F"{a) 

ed  in  generale 

in 

{(a) 
F(a)  "^ 

o 

0 

{(»)  (a) 
FW  (a> 

quando  le  derivate  fino  alFordine  ncùmo  .^  i   sTanisca- 
no  per  x  =  a.  C!osi  per  esempio  le  tre  frazioni 

sen  X  a*  —  A*  1  —  cos  x 

"  «  ■■  •         __ — 

XX  X* 
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per  X  s=s  o  divengono  —  ^  ed  eseguendo  il  rapporto 

delle  derivate  del  primo  ordine  nelle  prime  dae  ;  e  dì 
second'ordine  nell'ultima,  si  ottiene  per  xssao 

,.     seno;      ,       ,.      a*  —  **        ,      «      ,.     1  — cosa?        t 
lim  =1,    lim  =  log  — ,  hm — — =- 

X  X  0  X^  i 

come  anche  lé  due  frazioni 

JL  -L 

a-»  —  1  X  * — 1  ^  (  jr  ^  1)  * 


(x*  —  1)»  —a:  4-1 


daranno  per  a?  3=  1 


lim s=n 

a?— 1 


lim 


JL  JL 

«»  — 1  -+.(jc  — 1  )a 

' 1 ^ 


57.^  Alcuna  volta  può  succedere  che  rindetermina- 
zìone  non  cessi  di  sussistere  qualunque  sia  Tordioe  delle 
derivate  tanto  del  numeratore,  che  del  denominatore,  e 
fra  le  altre  circostanze  si  verifica  quando  le  due  fun- 
zioni y,  z  contengono  dei  radicati  che  comprendono  tutte 
le  quantità,  e  quali  si  riproducano  costantemente  nella 
derivazione,  in  questo  caso  se  n  sia  l'esponente  intot» 
che  toglie  i  radicali  da  y  ,  x  è  evidente  che  la  naova 
frazione 
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per  x  =a  a  potrà  essere  inclasa  nella  regola  stabilita  per 
togliere  riadeterminazioue  quindi  potremo  avere 

e  dalla  quale  si  ricayerà  il  richiesto  yalore  ;  cosi  per 

i 

esempio  la  frazione 

l/'3ax  —  2a>  —  x^ 


3 

y^x —  a 

diviene  —  per  x  s^a^  e  si  mantiene  sotto  la  forma  in- 
o 

determinata  qualunque  sia  il  numero  delle  derivazioni 

che  si  eseguiscano  sul  numeratore,  e  denominatore,  pur 

tuttavia  scrivendo 

I 

l/^3ax  —  2a^  —  x^        /(  Boa:  —  2a»  —  a?»  )K  « 


3 

[/'x  — a 


/(  3007  —  2a»  —  X*  )^\  ' 

\     {x-a)-     ; 


si  trova  dal  rapporto  delle  derivate  del  second'  ordine, 
per  X  sxH  a 

(x  —  a)» 
d'onde 

-.     (/"Sew?  —  2a»  —  a:*        « 

lim  «=a  l/^  3a 

3  *^ 

[/'x —  a 

Nella  generalità  di  questi  casi  sarà  contuttociò  meglio 
di  sostituire  a  -H  A  invece  della  a:,  di  eseguire  le  ridu- 
zioni, e  di  far  in  seguito  A  =s  o. 

58.^  Le  due  funzioni  f(x),  F(x)  divengano  infinite 
per  xsssaa;  svaniranno  per  il  medesimo  valore  le  due 
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fonrioiù 


e  siccome 


1  1 


F(x)       F(a;)       f(x) 
cosi  per  X  BBsa  sarà 

_«         f(a)   ^p     1     .p    1     ^r(a)(f(«)V 


00  F(a)  F(x)        Hx)         f(a)(F(a))» 

dalla  quale 

f(a)        ^f.^i>). 
F(a)  '^  ~  00  ~  F» 

Se  le  fanzioni  derirate  fino  alPordine  n  -—  1  dÌTengoDo 
esse  stesse  infinite  per  x  s=  a  allora  si  ayrebbe  come  nel 
parag.  56. 

{(a)       ^  00        P")  (g) 

F(a)  "^  ~  00  ~  F(«)  (a) 

Di  qui  come  (a  osservare  il  sìg.  Ganchy  una  medesima 
operazione  ci  fa  giungere  ai  valori  deir  espressioni  in- 

O  OO 

determinate  — ,    dz  — .11  precedente  ragionamento  a- 

vrà  luogo  quando  il  cercato  rapporto  sia  diverso  da  ze- 
ro, e  da  infinito.  Che  se  tutte  le  derivate  divengono  in- 
finite, questo  metodo  non  sarà  più  applicabile,  e  si  potrà 
sostituire  come  già  abbiamo  avvertito  a  4-  A  invece  di  x, 
e  di  fare  A  =  o  dopo  le  riduzioni.  Le  due  funzioni 

{(x)  =  log  a: ,        F(x)  ==  cot  x 

divengono  ambedue  infinite,  e  di  segno  contrario  per 
ed  essendo 


X  sen'a: 
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si  avrà  ^per  x  ==  o 

_.     log  X  sen'x        o 

lun  —  ^ 


cot  a?  X  o 


e  protraendo  il  rapporto  delle  darivate  trorereno 


,.     log  a? 
lun  —2—  B=o 

colo; 


L'esposte  regole  potranno  estendersi  con  facilità  agii  al- 
tri casi  di  forme  indeterminate:  ed  inbtti  se  nel  prodotto 

per  X  =  a,  si  verifichi  ysso,  Xssdboo^é  chiaro  che 
essendo  identicamente 

y  « 

yz  = 


(j)  (7) 


saremo  riportati  alle  espressioni  di  già  considerate 

o  co 

— ,  db  —  •  Cosi  il  prodotto 

o  co 

X  ìogx 
che  diviene  —  qo  .o  per  x  e=s  o,  darà  con  gran  facilità 

,.        ,  ,.     Ioga?  co  ar« 

lim  X  log  a:  c=  lim  -^— «= = c=3— .  «==  0 

jT*  co  ar* 

59.^  Infine  se  per  il  consueto  valore  a?  ss  a  le  dae 
funzioni  y,  x,  divengono 

y  =30,         x  =  o 
ovvero 

V  sa  co    ,  MsssO 
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aDon  b  finnoDe 

MMuae  le  tre  «pienioiii  ìndetennìiiate 

E  per  ottenere  questi  ralorì  basterà  osserrare  piimìe- 
raneate  cbe 


Iog«  =  xlogy=  ^^ 

d'onde  di  imovo 

Iogy 

e  quindi  per  il 

primo  caso 

log  y  ^  _  co 

Per  il  secondo 

caso 

e  per  il  terzo 

caso 

log  y  _  ^ 0 

r-x          1          0 

In  qnalnnqne  circostanza  però  non  avremo  che  a  detar* 
minare  il  rapporto  delle  derivate  delle  due  funzioni 

Iogy,        «-» 
e  si  otterrà 

$cse      y  z' 


Cosi  prendendo 
Mrà  per  0?  cs=  o 
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X» 


«ssO^isa  *e=s«r«=1 


Nello  stesso  modo  per 


1 
y«5  —  y  Msssx^    e  per    ««3»co 


«  s=3  ODO  ss  e  ""  ss  1 

Infine  supponendo 


1 
y«sar,    «=; ,    ed    a:  =s  1 

1 — X 


si  ricaverà 


Si  porrà  fine  a  questa  teorìa  colP  osservare  che  in  al- 
cune circostanze  si  giunge  assai  facilmente  ai  veri  va- 
lori delle  espressioni  indeterminate  togliendo  i  fattori 
comuni  delle  due  funzioni.  Così  per  esempio  nelle  funzioni 

3 

che  per  a?  ss  1  diviene  —  si  vede  che 

o 


e  perciò 


x-i  t.         ^ 
ss  x^  H-  a?'  -1-1 


3 
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d'onde  per  0?  ss  1 

X —  1 
lim =  3 

|/"x— 1 

60.^  Parliamo  ora  brevemente  dei  diversi  ordini  do- 
gli infinitesimi.  Sia  a,  un  infinitesimo  ed  insieme  {{a) 
una  funzione  infinitesima  la  quale  avrà  la  proprietà  di 
svanire  per  a  =  o,  e  si  dirà  un  infinitesimo  di  un  certo 
ordine  da  riferirsi  ad  a,  che  si  potrà  chiamare  la  óase 
degli  infinitesimi  in  un  dato  sistema.  Ciò  posto  se  oltre 
f  (o)  =3  o  si  verificasse  anche  per  le  funzioni  f  (a),  f 'X«), 
f "'(«)  .  .  .  £('*•"')(«)  la  proprietà  di  svanire  per  a  e=  o , 
vale  a  dire  che  sieno  esse  stesse  infinitesime,  allora  per 
la  prima  formola  del  parag.  51  si  ottiene 


1,4»  ó  ..  H 


ove  secondo  il  consueto  d  ^  o ,  e  <  1  e  la  f '*)(«)  é  la 
prima  delle  funzioni  che  ritiene  un  valore  finito  per 
a  s»  0.  dò  posto  se  assumasi  a  come  un  infinitesimo  di 
primo  ordine,  f  (os)  sarà  un  infinitesimo  dell'ordine  n  men- 
tre il  coefficiente  f  ")  ($a)  cessa  di  essere  un  infinitesimo, 
0  ciò  che  torna  il  medesimo  fi'')(o)  ritiene  un  valore  fi- 
nito; quindi  dividendo  la  precedente  equazione  per  a", 
e  passando  ai  limiti,  si  avrà 

,.^f(«)_     f.)(o) 


a«  1 .  2.  3  ..  n 


la  quale  è  d'accordo  con  quanto  si  è  detto  sulla  mede- 
sima questione  al  parag.  1 6.  Ognun  vede  che  ì'  ordine    1 
dell'infinitesimo  corrisponde  all'ordine  della  funzione  de- 
rivata che  non  svanisce  per  a  =:  o  :  infine  il  rapporto 
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-^  è  il  primo  termine  della  progressione  geometrica 

t,,    f(«)      %)      f(«)         f(«) 


•    • 


a  a»  a^  «"-» 


che  cessa  di  essere  un  infinitesimo.  La  precedente  os- 
servazione anitamente  airultima  stabilita  formola  porge 
nn  mezzo  speditissimo  per  riconoscere  l'ordine  degli  in- 
finitesimi. Cosi  dei  quattro  infinitesimi 

sen  a ,    e»  —  r»  ,     1  —  cos  a ,    oc  —  sen  a 

si  vedrà  che  i  primi  due  sono  infinitesimi  di  primo  or- 
dine, il  terzo  appartiene  al  second'ordine,  ed  il  quarto 
sarà  un  infinitesimo  del  terzo. 

61.  La  teoria  che  riguarda  i  diversi  ordini  degli 
infinitesimi  può  anche  generalizzarsi  nel  modo  seguente. 
Sia  a  un  numero  fisso  razionale,  od  irrazionale  ,  ed  a 
un  infinitesimo  preso  per  base  in  un  dato  sistema  ;  se 
la  funzione  f(a)  svanisce  per  a  =  o  si  dirà  un  infinite- 
simo dell'ordine  a  quando  chiamato  k  un  numero  variar 
bile,  il  limite  del  rapporto 

f(«) 


a* 


sia  nallo  per  valori  di  k^a ,  ed  infinito  per  ralori  di 
k"^  a ,  ossia 


lim-^a=o    per    t<a 


ed  insieme 


.^  fi?) 


lim  -—  s=  OD     per    i  >  a 


Ritenendo  questa  definizione,   e  chiamando  n  il  primo 
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dei  numeri  interi ,  od  egaale  od  immediatamente  su- 
periore ad  d,  é  evidente  che  la  frazione 

f(«) 

a» 
sarà  il  primo  termine  della  progressione  geometrica 

f(«)  %)    ,         f(«) 

m.    -^.     -^.    -^ 

che  cesserà  di  essere  un  inGnitesimo^  o  ciò  che  toma  lo 
stesso,  fi")  (a)  sarà  la  prima  delle  funzioni 

f(«),  f(«),  rv).  n«) — 

che  ritiene  un  valore  finito  per  a  «=  o.  Se  poi  nel  rap- 
porto 

{{± 
ah 

si  ponesse  jfc  :=:  a ,  allora  può  succedere  che  il  suo  li- 
mite converga  a  valori  o  finiti,  o  nulli  od  infiniti.  Tan- 
to si  verifica  nei  tre  infinitesimi  dell'ordine  a 

^«•»      i — TT  »    ««e«log(«) 
log  (a) 

ove  dividendo  per  cka  ,  otteniamo  per  quoti 

dei  quali  i  limiti  sono 

1 

1  ,        o  ,    ed       —  s=  QO 

o 

Per  un  maggior  sviluppo  della  dottrina  degli  infinitesìnki 
potrà  consultarsi  o  il  calcolo  differenziale,  o  rapplicaiio- 
ne  del  calcolo  alla  geometria  del  sig.  Gauchy,  dalle  quali 
opere  abbiamo  estratto  quanto  si  è  esposto  nei  passati 
paragrafi. 
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Stdlo  sviluppo  dette  funzioni  in  serie,  ed  m  particolare 
sui  Teoremi j  di  Taylor _,  e  Mac^Laurin* 


62.^  Rappresentando  per  £(4?)  una  fanzione  coutinna 
della  yariabile  x,  che  per  un  valore  particolare  x^ ,  ve- 
rifica le  condizioni 

f (jPo)  =  o    f\x)  =  o ,    ....  f»-»)  (Xo)  —  o 

e  chiamando  k  un  incremento  infinitamente  piccolo  del- 
la Xy  noi  abbiamo  per  una  delle  ultime  formole  del  pa* 

rag.  49. 

Se  sia  anche  f(xo)  »=  0,  ed  insieme  ^«  c=  o ,  la  formola 
precedente  diverrà 

1.  4.  J  ••  n 

la  quale  si  potea  dedurre  dalla  prima  ^rmola  del  pa- 
rag.  51;  la  funzione  f(A)  sarà  continua  a  partir  da  A=bo, 
e  verificherà  evidentemente  le  condizioni 

* 

f(o)  =  o,    f{o)«o,    r(o)^o,    .  .  •  f(«-i}(o)«BO 

Ci4  posto  se  sia  data  una  finzione  qualunque  della  A, 
e  dato  un  numero  intero  qualunque  n  potremo  sempre 
trovare  una  fqns^ione  intera,  del  grado  n  —  1  della  me- 
desima A,  e  che  sia  scelta  in  modo  che  le  due  funzioni 
della  A,  quanto  le  loro  derivate  di  un  ordine  minore  di 
n  acquistino  dei  valori  eguali  per  A  =a;  se  queste  due 
fmizioiu  si  rappresentino  fer/l  op-f-A),  f(x^k)  9 

9 
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ove  OD  «la  qna  varlabUe  ladipeadeQte  dalla  h ,  avremo 
per  la  sfonda 

quindi  dalle  deriyate  rapporto  ad  Ai  e  per  la  supposi^ 
leione  di  A  oes  o  ,  si  troverk 

yi-«)  («)  ~  9(-')  («)  «a  1.  3.  3  „,.  («  -.  1)  «^ 

dalle  (joali 

f 


«        t 


*'        1.2.  3..  «  — 1  •^        ^  ' 


e  per  conseguenzit 

i^x  -H  A)  ^f{x)  -h  A/»  -I-  ^^» 

A**' 


•««« 


\mt  ra". 


1,a.3,.n  — 1 


Determinato  in  qnesto  modo  il  valore  di  f(  ^  -f-  A),  fa 
differenza y( x«hA)«— ^(i^^^A)  d  qna  funrioiie  die 
8Ì  annnllerà  eon  la  A  e  con  le  sue  derivate  di  wi  or- 
dine niinore  di  n.  Indicando  qtiesta  differenza  per  f(A) 
cosicché  sia 

La  fuqnttoe  K4)  vcrjlca  \»  forinola  (1)  e4  osserraitAi 
che 

P«)  (A)  «»/(«)(*  4.  A  ) 


si  ricaverà 

y|x  +  A  )  -  9(  «+ A)  =  ^^^^-j-/-)  (  « -H  SA  ) 

ovvero 

+  ..2. 3*1'. -/■-"•>  *  itit::^;-^-'  <  ' + «  > 

Qaest'altima  forinola  ci  dice  che  lo  sviluppo  di  /\x^h) 
risulta,  e  del  seguito  dei  termini 


e  del  resto 


•'-=i:2:Tr;i-^"'<**^*> 


La  supposizione  di  n  =  1  ,  2,  3  . . . .  porge  le  diverse 
formole 

y(,H.A)-=yi*)H.A/'(x+$A) 

/(*  -H  A)  «/(x)  H-  i/'(*)  -I-  l^/"!*  -*-  W) 


Il  numero  9  variabile,  e  di  valor  decrescente  da  una  se- 
rie all'altra  sarà  sempre  compreso  firn  o,  ed  1. 

Se  al  crescere  indefinitamente  del  numero  «  il  re- 
ato GQDvefga  verso  lo  zero,  allora  i  termini  in  propo* 
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sito  formeranno  una  serie  convergente,  secondo  le  potete 

ze  ascendenti  della  A,  e  sotto  l'indicata  condizioneyifx-f-A) 

rappresenterà  la  somma  della  medesima,  vale  a  dire 


•••»» 


In  questa  formola  consiste  il  teorema  di  Taylor.  Se  si 
faccia  x  e»  Q ,  e  si  cangi  A  in  a?,  avremo  evideatemente 


X     ^..   .  X*      _,.    .  X 


3 


/(x)  »p/(o)  H-  -/ (o)  ^  j^M  +  77X3/*» 

Qui  pure  lo  sviluppo  diy(a:)  è  compostole  4^1  seguito 
dei  termini 


e  del  resto 


'• = ìtjx:;;-^-' <  «" 


Se  crescendo  indefinitamente  il  numero  fi,  Il  resto 
r^  converga   v^rso    lo    zero»  potrà y^x)  svilupparsi   in 
serie  convergente  secondo  le  potenze  ascendenti  della  ;r, 
-  cioè 

In  questa  formola  consiste  il  Teorema  di  mad^Laurin  (*). 


f—^^ff     »  '1*1 


(*)  La  trovata  formola  comanemente  ammessa  sotto  il  voca^ 
bolo  di  Teorema  di  Mao^lAurin^tt^  di  già  doruu^si  Siiriing* 
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Sarà  inutile  qui  di  richìamftre  là  condkidiie  dellii  ccm^^ 
tinuità  della  funzione  e  delle  derivate  a  partir  da  uà 
dato  valor  della  x^  nella  serie  di  Taylor ,  e  da  a;  =s  o 
nella  serie  di  Mao^Laurin. 

63.^  Oltre  le  indicale  espressioni  dei  resti  delle  se- 
rie di  Taylor,  e  Mac-Laurin  avvene  qualche  altra  che  sa-^ 
rà  utile  di  conoscere.  Sia  a  un  valore  particolare  della 
a?j  e  suppóniamo  che  là  funzione  restì  finita  e  continua 
linitantente  alle  sue  derivate  da  xs=:  a  fino  aday^-g  |  A< 
sarà  per  lo  sviluppo  di 

/(a^x  —  a)=J\a:) 

dal  penultimo  valore  ài/\x^h)^ 


•••• 


1.2.  3..»— r         ^'       1.2.3. .n-^      \     -^     V         // 


Qui  abbiamo  lo  sviluppo  di  J\x)  secondo  le  potenze 
ascendenti  della  differenza  a? — a,  quando  a  rappresenti 
na  valore  particolare  della  x  ;  se  prendasi  successiva- 
mente iT  ea  1  ,  2 ,  3  ,  ....  otterremo  i  resti  della  serie 
dopò  il  primo,  secondo,  terzo  ,  .  .  .  termine;  cosi  fa- 
cendo n=3  1  ,  avremo  la  formola 

/la;)  =yi«) -t- ^/-(x -H  fi.  (x-a)  ) 

il  nuovo  numero  9t  sempre  ^  o  ,    e   «<  1  ;  dalla  qua- 
le deduciamo  il  rapporto 

/(x)-/(a)    ^^^,^g.(,^,)) 
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Prendendo  adesso  la  deriyata  delPordine  fi-— 1  rappoi^ 

lo  ad  0,  e  facendo  per  brevità 

(  a?  —  o  )»-•     «     ,  ,  ^ 
1.  2.  3..  fi  —  1 

ricaveremo 

Dfl    (  j  «I.2.  3..n  — 1  — ■- — — — 

e  perciò 
/[x)  =/(a)  +  ^/'(a)  +  i^^r W  4- ....... 


1 .  2.  3..  Il—  1 
la  nuova  forma  del  resto  sarà 

1.  2.  3.. n  —  1 

Che  se  pongasi  a?  «s  a  -f*  ^  »  e  si  cangi  dopo  la  sosti' 
tuzione  a  in  j;,  allora  la  precedente  espressione  diverrà 
il  resto  della  serie  di  Taylor  dopo  il  termine  nesùno  , 
vale  a  dire 

1  •  z.  5».  n  .-*  1 
Facendo  poi  x  =  o ,  e  sostitaendo  x  invece   di  A  ,  si 
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tAìétrk  la  ntìdTà  feuntt  del  restò  éelià  serie  di  Màc^Laiiriii^    < 
(Cioè 

MiassmDeremo  bj^eventente   adunque  che  il  Teoretia  di 
Taylor  rappresentato  daUa  formoli 

slUMiste  tutte  le  volte  che  le  fonslbiii 

y|«-h«)»  /(«-»•«)♦  /"(«-!-*)  » . . 


•      4 


essendo  cotitinae  entro  i  limiti  xeaO)  e  s«s&A,  nna 
delle  quantità 

ni  annulli  per  valori  infiniti  di  n;  allora  la  serie 

yr»)»  Ire*).  -r2/"(«)i  tIj/»»  •  •  • 

è  convergente,  ed  avrà  per  somma  /\a:-^h)t  un  hh 
gioAamento  simile  ha  luogo  per  il  Teorema  di  Mae-^Lau* 
rìn. 

Pongasi  adesio  y  =yi^))  e  per  le  derivate 

y'^fia:),    y^'=^/''(x) ,  .  .  •  y-)  «/«)  (*) 

e  si  chiamino  yo)  y\,  »    y;'  «    yL"^  le  derivate  per  la  sup- 

posizione  di  2«d0}  avremo  dal  teorema  di  Taylor  la 
differenza 
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e  rìflettcado  ciie  i  oeeticienti 


1.2.  3..  n— -t    *  1.2.  3..»— 1 

per  n  srs  00  convergono  verso  lo  zero  ,  dedarremo  che 
allora,  i  residui,  o  resti  delie  serie  di  Taylor,  e  Ma^-LaiH 
rio  convergeranno  verso  lo  lero,  qaando  per  valori  in* 
finitamente  grandi  del  numero  n,  le  due  fimzioni 


/(»)(a?^.M),/v")(fi.^) 

ritengano  un  yslonf  finito  :  può  contnttocid  soccedert 
che  queste  due  ultime  funzioni  crescano  indefioitameote 
con  n ,  e  pur  tuttavia  i  residui  convergano  verso  lo  ze' 
ro.  A  tutto  questo  aggiungiamo  che  quando  una  fonzic 
ne  continua  della  x  è  sviluppabile  in  serie  convergenU 
per  le  potenze  ascendenti  della  x^  e  della  forma 

/[x)  oBs  a^  4-  aix  4-  tf»  a?*  •+•  aa  ap'  •+• . . .  *i-  a^  x»  +  - 

allora  la  determinazione  dei  coefficienti  a»,  a^  a,,  as,  .'.Oi 
si  eseguirà  con  estrema  facilità  ;  infatti  facendo  n  de^ 
rivazioni,  e  supposto  j?  =  o ,  si  avrà  in  generale  per 
un  coefficiente  qualunque 

/•)  (o) 


^*        1.2. 3..n 


Ognun  vede  che  il  secondo  membro  dellay(4:)  non  dil- 
ferirà  dal  teorema  di  Mac-Laurìn:  nella  stessa  guisa  se 
y\x  -H  h)  si  sviluppi  in  serie  convergente  per  le  potenze 
ascendenti  della  h;  otterremo  dai  valori  dei  coefficienti 
il  teorema  di  Taylor  per  il  valore  dij\x»^k). 

65.^  Presentiamo  ora  alcune  applicazioni  che  rigotf' 
dano  specialmente  il  teorema  di  MacLaurin;  e  ripreif 


13* 
(ìiimo  per  comegaMizi  ìà  forttMiU 


OC  JC'  3C 

y      »»^y.    1    ^'o    1.2        ^»     1.2.3 


^^»       1.2.3..n  — 1         ** 
il  resto  f  j.  è  dato  dalla  doppia  espressione 

'-  rfr-.^-'<«')°;.2.3— .  ^'"«■'> 

Sia  pertanto  a  un  numero  reale  fisso  qualnn^ne^  ed 

Bi  ricaverà 

y'=a(  1  -t-a;)--»  ,     /c=»a(  a  —  1  )  (  1  H-ir)*-» 

..  yW  =  a(tf  —  i)(a— 2)...(a— (»— i))  (1-»^)** 


«h 


e  per  il  residuo  avremo 


,^  ^  ,a(a-1)  (a--2K..  ( .- (n^O  )  ^^  __^^^.  ^  ^^^^  ^^ 

1 .  2»  3...  n  —  1 

quindi  per  valori  qualunque  reali  di  jp  ed  a  si  avrà 

/4  .    x^  a  (a  —  1  )  a(tf— 1)  (a— 2)    , 

1.2  1 .  2.  3 


a{a^i  )  (g— 2)  ....  (  a—  (n— 2)  )  ^^^ 
1.2.  3. .11  —  1 


1.2.  3.-n— 1  ^ 
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Per  Goiiodcere  té  condizioiii  della  corivcrgeilzd  pét  td** 
lori  qualunque  reali  di  a ,  basterà  formare  il  rapporta 
dì  due  termiiù  consecutivi 


yoW 

X 

- 

«— «n 

X  : 

a 
n 

1-4- 

-1 

T 

a? 

d'onde 

per  n 

C=5    00 

n 

iim?^ 

r 

■•)    a!  _ 

_a! 

y,(")      « 

danqne  la  serie  sari  conveif  ente  per  valori  della  x  com- 
preai  fra  i  limiti  1  »  e,  —1  ,  ed  allora  sossiate 

/l^^ì-  =»  1  -*.  «r  u-  "<'^^>  ^,  j.  a(a-1  )  (a-2) 
ll-h*)"  =3  1  ^  ar>4-  -^^ — j-  «»  -^ i~àn 

«(a-~1)(a-2)(a-3)^  . 
2.  3.  4 

La  condizione  della  convergenza  del  biAomio  ptfò  anche 
dedursi  analizzando  le  diOerenti  forme  del  resto  r.,  le 
quali  come  si  deduce  dal  secondo  membro  della  secon- 
da equazione  di  questo  parag.,  saranno 

«(,-,1  )  (a^2)  (a-3) ...  («~  (n-1  )  )  _  , ,   .^_^ 

1.2.  3..  n  ^  ' 


1 .  2.  3..  n  —  1 

Ora  quanto  al  primo  di  questi  resti  si  decompone    m 
due  fattori 

e,(«-1)(a-2)...(a-.(n-1))x»      ^^    (^^^^ja- 


1.  2.  3  .*••  n 
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e  supposto  X  compréso  fra  o  ,  e  -H  1  il  primo  fat- 
tore per  valori  infiniti  di  n  converge  verso  lo  zero,  men- 
tre se  n  aumeata  di  un^  unità ,  si  troverà   moltif^cato 

per  •  X  che  converge  verso  —  a?,  dunque  Tassola- 

lo  valore  è  minore  deirunità;  quanto  al  secondo  fattore 


(IH-^O:)» 


e  supposto  ^  sempre  positivo  convergerà  esso  stesso  ver- 
so lo  zero,  a  meno  ebe  B  non  si  avvicinasse  indefinita* 
mente  allo  zero  ;  in  tutti  gli  altri  casi  questo  fattore  re* 
sterà  minore  deirunità ,  e  per  constfpeaza  tutto  il  re- 
sto della  serie  per  valori  della  x  positivi  comprasi  fra  o, 
e  -h  I9  converge  verso  lo  zero. 

Quando  x  sia  negativo,  il  secondo  fattore  potrebbe 
convergere  verso  Finfinito,  a  misura  che  n  aumenta,  e 
neir  ipotesi  che  $  non  tenda  vorso  lo  z^ro  ;  prendendo 
adunque  la  seconda  forma  del  resto,  che  si  decompone 
nei  due  fattori 

a(a  _  1  )  (a  _  2)  ....  (  a  —  (»  —  H  )  a-» 


^^FT— »^i—^— ^jw-^^— '       '      »    W 


1.  2.  3  ,..n—  1 


(1  —  $i)"-(1-t-5i^)^ 


]1  primo  converge  ancora  verso  lo  zero,  e  Tultro  faU 
loro,  sostituendo  -«— s  invece  di  x^  diverrà 


«-*.')"(i3fc) 


e  sì  verifica  per  x  ^  1 

1  -.5,^ 


<1 
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dunque  per  »  =*  «»  questo  fattore  tenderà  Terso  lo  » 
ro  ;  e  perciò  U  serie  sarà  coorergeiito  per  calori  deb 
;p  compresi  fra  -ft  1  ,  e  — <  1. 
ùò.""  Preadendo 

y=log(1  •+•«) 

si  dedurrà  dalla  derivazioqe  nel  sistema  dei  logaritoi 
Neperiani 

'  ^  -  ^  ^  iM  1.2 

/   •»      _^1.2  3..n~3       ,  .  1,2. 3,..B- 

dalie  quali  per  op  ss»  o 


yo«^i   y •«<  »   y«=«— ii   yi'«i.2i  yJT=— <-^ 


y(»-i)  =  d2l.2.  3,n  — 2,    yi^l^qp  1.2-  3..ii-1 
Infine  la  doppia  espressione  del  resto 

•    ^«(i-f-e*)"    ^  (1-1-$.»)- 

per  coi 

X*         ^         x4  (T*-' 

log  (1  +  X)  =a  «  —  —  -h  y  —  j  -♦-  ...  =fc  jj-^ 
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OTTer»  fiio«iido  uso  del  secondo  residuo 

I     /.         i  X*       x^       aA  .   a:»-' 

lo${i-^x)  =  (p  —  —^  —  —  — -H  ..,.zt 


■  i  ■  mw  I 


2         3         4     '       '^n^l 


x*  (1  _  5,)»-i 


(1  'h9ix)r 


0  segno  —  Tale  per  responente  pari,  ed  il  segno  «4.  per 
l'impari. 

Nella  trovata  serie  il  rapporto  di  due  termioi  COQ" 
ftecniiyi^  sari»  astrazione  fatta  dal  segno 


nx 


ova  il  coefficiente  della  x  convergendo  verso  roniti  pof 
yalorì  infiniti  di  n,  ne  viene  che  si  verificherà 

nx 

lun  — "«•  <  1 

fH-1 

le  j?  1^  1 ,  dnnqne  per  yalori  delh  x  compresi  fra  H**  1 1 
e,  —  1  siisaisierà 

X^         X^          X^         Ifif^ 
l0g(1  •f.j;)=:^-^^4.--._^^-_ 

ie  condizioni  della  convergenza  si  potranno  anche  oU» 
tenere  ,  analizzando  le  differenti  espressioni  del  resto  ; 
infatti  sopposto  ;r  >»  o ,  e  <^  1 ,  avremo  evidentemento 
per  iiss<iQ 

lun  >■»■■■  j   '  '   ■   w  SS9  o 

Quando  X  sia  negativa,  questo  primo  resto  non  si  pre^ 
senta  sotto  una  forma  propria  a  riconoscere  se  conver-* 
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ga  yerso  Io  zero,  rappresentando  infatti  la  x^  per  — x, 

non  si  vede  quale  dei  dqe  termini  della  frazione 


1  —  0; 


sia  maggiore.  Prendendo  al  contrario  la  seconda  espres- 
sione del  resto,  ed  astrazione  fatta  dal  segno,  si  ridor^ 

rà  per  a?  =«  -*-  j» 

r 


la  quantità  con  T  esponente  n  — «  1  sarà  «^  1  se  s 
sia  •<  1  ;  dunque  la  serie  logaritmica  è  convergente  per 
tutti  i  valori  della  x  compresi  fra  1  ,  e  ,  ^-  1 ,  mea^ 
tre  fra  questi  stessi  limiti,  il  resto  tende  verso  lo  zero. 
L'esposto  modo  di  dedurre  le  condizioni  della  coover^- 
genza  delle  serie  del  binomio  e  del  logaritmo  analizzan- 
do le  diQerenti  forme  dei  resti,  ò  desunto  dal  Corso  S 
Analisi  del  sig.  Dnhamel.  Paris  1841. 
Sia  ancora 

para  per  le  derivate  nelFipotesi  dei  logaritmi  iperbolici 

y'  =  a*  log  a ,    y"  =  a'  (log  a)» ,    jf"'  =  a*  (log  a)^ 
.     .     ,     .    .     ,        yW  =3  a*  (log  a)* 
e  per  X  Bcp  o  divengono 

yo  =  l,    yo  =  loga,    y?  =?=  (log a)> ,  .... yW  =* (1<« «>* -- 
ed  il  corrispondente  resto 


^  (log  aY    ,,        x»(loga>«(1-.e.K^ 
1.2.  3m,ii     '  1.2.  3..  n— 1 
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e  perciò 

«' =  1 -H  —  log  a  H-  _^(loga)»-f-  ^jTjT^  < '<*8  *  )' 

-*•••••-*■  1.2.  r.n-V^')'"' •*-'•' 

Ora  non  è  difficile  a  provarsi  che  il  resto  indipendente- 
mente da  x^  converge  sempre  verso  lo  zero  per  valori  in* 
finitamente  grandi  di  n,   e  perciò  qualunque  sia  x 


Quando  a  avesse  a  coincidere  con  la  stessa  base  e  dei 
logaritmi  iperbolici,  allora  si  ha  semplicemente 

X        X*  a? 

e*  =  1  -4-  —  -♦-  — 


1     '1.2        1.2.3 


•  .  •  • 


Nelle  due  serie  degli  esponenziali ,  il  rapporto  di  un 
termine  generale  al  suo  antecedente  per  valori  grandis- 
simi di  n  si  riduce  ad  una  quantità  piccolissima,  la 
quale  converge  verso  lo  zero,  e  quantunque  per  a  ^  e 
(  log  a  Y  ^^'  cresca  a  misura  che  n  aumenta,  pur  tutta  ^ 
via,  come  già  abbiamo  avvertito,  lim  r,»  =  o. 

67.^  Veniamo  ora  ad  altre  applicazioni  del  Teorema 
di  Mao^Laurin,  e  che  riguardano  la  trigonometria. 


yrssen  d? 

81  trovò  di  già  al  parag.  41 

yW=5:sen(x-t.— ) 

e  quindi 

yoW  =  sen  (  —  ) 


2 

10 
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dalla  qnale  si  deduce  evidentemente 

yo=o.   y'«=l ,    yi'=o.   y'i'==— <•  y'.^  =o ,  yj  =  i - 


e  le  differenti  espressioni  del  resto  saranno 

Ora  qualiinqae  sia  n,  le  funzioni  trigonometrìcbe 

sen  (  w  -f-  —  ) ,     sen  (  6,a?  -f-  -;-  ) 
ritengono  sempre  un  valore  finito,  e  perciò  la  serie 

sen  xsssx  — 


1.2.3  1.2.3.4.5 

sarà  convergente  per  qualsiasi  valore  reale  della  x. 
Con  egual  facilità  supponendo 

y  =  cos  X 
fu  dimostrato  che 


ed  insieme 


y(«)  =r  COS  (  o:  •+-  Y  ) 


y^(")  =  COS(Y) 


d'onde 

e  siccome  nel  valore  del  resto  r„ ,  le  funzioni 

COs(ex-hy),      C0S(&.J?^.y) 
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ritengono  cosUntemenie  an  valore  finito,  e  per  conse* 
guenza  la  serie 

a?»  oA 

COS  O!  =3  i  — 


1-2         1.2.3.4 


•  .  •  • 


rimarrà  convergente  per  valori  qualunque  dell'arco  x. 
68.<*  Sia  inoltre 

y  c=  are  tang  x 
sì  ha  per  la  funzione  prima  derivata 


/=■• 


1  -4-0?' 


Per  ottenere  con  più  facilità  le  derivate  degli  ordini  su- 
periori, è  meglio  decomporre  in  frazioni  scn?plici  la  fra- 
zion  composta  che  rappresenta  la  funzione  derivata  del 
primo  ordine,  vale  a  dire 

^        '2  Vi  -h^|/-1         1  —  a:l/-1/ 

quindi  eseguendo  n  -—  1  derivazioni  si  deduce  con  gran 
facilità 

^^    ,       1.2.3.,»— l//         1       V      /      —1     X'-N 


e  per  a;  s=3  o 

(^)       1.  2.  3...  11—1 


(i-(-ir)(i^-i)--^ 


d^onde  per  n  pari  y»''*)  a  o ,  e  per  n  impari 

i»-t 
V"'«=(1.2  3..»-1)(-1).' 
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dalle  quali 


IV 


yo=o,    y'o=^    »«=o>    y'^'«^— 1-2,    y;^=:o 


VI 


y;=1.2.  3.4,    y."=o. 


ed  insieme  dal  ralore  di  y(")  dedadamo  le  dae  differeiH 
ti  espressioni  del  resto 

ovvero 

dunque  per  valori  pari  di  n,  si  ottiene 

are tang  x  =  jp ^  +  -7 z--+*  •••=!=  — ~  -H r. 

3  5  7  1^—1 

ove  la  forma  del  resto  primitivo  sarà 

X^     (  1  —  Sj:  l/"—  1)-*  _  (  1  -I-  gjp  |/"_  1  )^ 

"       ^  n  2l/"~  i 

e  per  valori  impari  di  n 

a?3  j;5  jp7  jj»-a 

are  tang  ^  ==  ^  —  —  ^4-  -g y  -H  ,..  :fc  — --  +  r. 

e  qui  pure  per  la  prima  espressione  del  resto  sarà 

a:*     {\—^x  !/■—  1  )-»  4-  (  1  ^  Sjp  l/*—  1)-* 
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1  vaiori  fra  i  c|aali  deve  essere  eonipresa  là  variabile 
iddipeadente  x ,  onde  la  serie  sia  convergente  si  pos^ 
sono  dedarre  non  solo  dalla  ricerca  del  limite  verso  il 
qaale  convei^ge  il  rapportò  di  nn  termine  generale  al 
suo  antecedente,  ma  ben  anche  dall'osservare  quali  de- 
vono essere  questi  stessi  valori,  onde  per  n  «»  oo ,  il  re- 
siduo della  serie  converga  verso  Ìo  zero.  £d  infatti  stlp- 
jponendo  n  pari  il  rapporto  dei  termini 

et*"^«       x^^        n— 1 

:  ^— -  =±=  X* 

fiH-l      n — 1        n-f-1 

colivergerà  fét  na^  <x>  vèrso  una  quantità  minore  del- 
Funità  se  or  sia  compreso  fra  -H  1  ,  e ,  —  1  ;  nello 
stesso  modo  per  n  impari  i!  rapporto  dei  due  termini 
generali  per  valori  infiniti  del  numero  n 

a:»      a-*-*         n — 2 


»      n — 2  n 


«irà  <  <     ae  jt  sta  <  =£:  1. 

Che  se  si  prendano  le  due  espressioni  del  resto  tan-* 
to  nell^ipotesi  di  n  pari  che  nell'ipotesi  di  n  impari,  e 
èi  faccia  inoltre 

1  H- fijrj/'-i  =  ^  (  cos  t -4- 1/^*1  sent) 
ricaveremo  nel  primo  caso 


r^'^^ 


|8_2^/£Y cos  ntf  Af         Y 


e  per  il  secondo  caso 


^n 


>»> 
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Quéste  due  espressioni  convergeranno  verso  lo  zero  per 
valori  infinitamente  grandi  di  »  se  la  x  sia  minore  del- 
l'unità positiva,  o  negativa,  e  per  conseguenza  fra  i  li- 
miti X  =^  1 ,  X  =»  —  1  sussisterà  la  serie  convergente 

arctang  xc=x 5""*"'< T"^ 

Da  questa  formola  sarà  facile  di  dedurre  il  noto  rap- 
porto della  circonfarenza  al  diametro  con  maggiore  o 
minor  approssimazione,  facendo  uso  di  convenienti  va- 
lori della  X. 

69.*  Indichiamo  brevemente  una  qualche  applicaxio- 

ne  del  Teorema  di  Taylor. 
Quando  sia 

y  =A^)  1        ed        y  H-  Ay  =/{  «-+-*) 
fu  veduto  al  parag.  63,  che 

ove  il  residuo  assume  una  delle  due  forme 

Quando  per  n  ==  oo   si  verifichi  r,  ==  o  allora  si  ottie- 
ne il  Teorema  di  Taylor.  Cosi  per  esempio  supposto  sue 

cessivamente 

y=ic^,      ed      y=logx 

ed  osservando  che 

(x-hA)*»s=aX^(1-4-— )~ 

X 

log  (  X  -h  A  )  s:  log  X  -4-  log  (  1  H ) 
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è\  vedrà  che  le  dae  serie 

(  m  —li 
(i?  -+-  AW  cte  j:*»  -f-  mx^^  A  -4-  m  ^ i-  X^"^  A»  •+- < 


1     /         IX       t  A         A>  A^ 

Baranno  convergenti  per  -^  ^i  :  questa  medesima  con* 

seguenza  si  potrebbe  dedurre  per  ii«s«  dal  valore  di  r^. 
Prendendo  inoltre 


y  CES  tf  «  «        y  =  sen  X  )        y  =  cos  a: 

ai  vedrà  immediatamente  dalla  formola  di  Taylor  che  lo 
sviluppo  delle  tre  funzioni 

a*-l-fc,    sen(a7-t-A),    cos(j:-hA) 

secondo  le  potenze  ascendenti  della  A,  vale  a  dire 

«»+fc=a*(1-h—  loga-h  7-r(loga)>-*- ) 

1  1  •  iS 

A»  A' 

len  {x-t-  A)  s=3  sen  x-+^  co«« — — -  seax  —  ■  cos  «  -+- 

SOS  («  -H  A)  aa  1  —  Asenx cos  x  -t-  -r-z-z  «en  «  -I- . . 


avrà  luogo  qualunque  sieno  i  valori  reali  di  or,  ed  A; 
come  potrà  verificarsi  facendo  un'applicazione  dei  crite- 
ri della  convergenza  delle  serie  che  abbiamo  richiamato 
al  parag.  64. 

70.^  Infine  sìa 

y  sss  are  tang  x,      ed      j;  s=  tang  y 
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8i  dedorrà  dalla  formola  quarta  del  parag.  68  dopo  di 

ayer  sostitoito  nel  secondo  membro  il  yalore  della 

seny 

X  =  Ung  y  = 

C08  y 

e  neiripotesi  di  n  pari 

yW  c=db  I.  2.  3  ...n —  1  coa^yaeimy 
e  nel  caso  di  n  impari  ^  1 

yW  e»  =b  1.  2.  3  ...  n  —  1  cos*  y  cos  iiy 

Quando  n  sia  pari,  e  della  forma  nc=:  2|x  il  segno  -H 
avrà  luogo  per  /x  pari ,  ed  il  segno  —  per  jx  impari. 
Che  se  n  sia  impari,  e  della  forma  n  e=  2|ul  H-  1  ;  il  se- 
gno -H  sarà  egualmente  per  fx  pari,  ed  il  —  per  p.  im- 
pari, dunque  sotto  le  condizioni  della  convergenza  della 
serie 

are  tang  (ar  -f*  a)  =3  y  -f*  r-cos*  y r-  sen  2y  cos*  y 

I  m 

COS  3y  cos^  y  -f-  —  sen  4y  cos*  y  H*  •  •  •  •  « 

3  4 


Chi  desiderasse  un  maggior  numero  di  applicazioni  pò- 
tra  consultare  l'opera  di  Eulero  Instiiutùmes  Caiculi  d^- 
ferentialù  e  quella  di  Lagrange  sotto  il  titolo  CoìchI  da 
fonetionè.  Fin  ad  ora  abbiamo  supposto  la  funzione ,  e 
la  variabile  reale,  ma  per  mezzo  di  alcune  formole  ge- 
nerali date  ai  parag.  51,  e  52  sarà  facile  di  estendere 
per  la  funzione,  e  per  la  variabile  immaginaria  sotto  de- 
terminate condizioni  i  Teoremi  di  Taylor,  e  Mae-Laurin, 
ma  noi  per  brevità  tralascieremo  di  fare  questo  nuovo 
sviluppo ,  e  rimanderemo  piuttosto  al  Calcolo  difTeren* 
ziale  del  sig.  Gauchy,  od  anche  a  quello  del  sig.  ab.Moigno, 
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ove  questa  materia  é  difiusamente  trattata  uDitamente 
a  diverse  altre  interessanti  ricerche  sulla  convergenza,  e 
divergenza  delie  serie  immaginarie.  Aggiungeremo  che  la 
serie  dell'esponenziale  Neperiano  ottenuta  alla  fine  del 
parag.  67  p6rge  un  modo  di  esprimere  simbolicamente 
per  mezzo  della  caratteristica  D  ambedue  le  lormole  di 
Tajrl<Mr,  e  Mac-Laurin,  ed  infatti  prendendo 


A3  3 


1.2.3 


e  considerando  la  caratteristica  Dx  come  una  vera  quan- 
tità, si  avrà 

/(x  +  A)=»  (  1  +  Idw-  i^  D»  H-  ^3  D^H...)/(x) 
ovvero 

Che  se  pongasi 

avremo  ancora 

Ay  =  (  e^^*  —  1  )  y 

Tali  sono  le  diverse  forme  simboliche  per  rappresentare 

la  serie  di  Taylor.  Facendo  poi  x  ^=o^  e  cangiando  h 

in  or,  si  ottengono  delle  formole  simili  per  la  serie  di 

Mac-^Laurin. 

Sapposto  infine  &  =  d  r  ,  si  ricaverà 

Ay=(e^-1)y 
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In  questa  serie  si  dovranno  sostituirci  i  talori 

dy  c=3  y^àx  ,     d«y  eis  y^ix  5  . . . .  d*y  =  y(*)  d^r*  ,  . . .  * 

Le  derivate  y'  ^  y"  ^  -  >  >  y^*^)  sono  i  coefficienti  per  i 
quali  sì  devono  moltiplicare  le  respettive  potenze  dar, 
da:'  . , .  dx"  onde  ottenere  i  respettivi  differenziali  del- 
la y  :  per  questo  motivo  una  derivata  %/")  sì  chiama  \i 
coefficieìUe  differenziale  dell'ordine  n.  Noi  faremo  in  oiti^ 
mo  un'importante  osservazione  ,  che  riguarda  il  retto 
uso  delle  medesime  formole  di  Mac-Laurin,  e  Tavior. 
In  alcuni  casi  quantunque  le  serie  dì  Tajlor^e  MacLaorin 
diano  lo  sviluppo  di  una  funzione  in  serie  convergente, 
contuttociò  la  sonuna  differisce  totalmente  dalla  funziooe 
proposta.  Cosi  la  funzione 


diviene  nulla,  con  tutte  le  derivate  per  j;  sas  o,  e  pur 
tuttavia  la  funzione  non  é  nulla  ;  quindi  se  (p{r)  »it 
sviluppabile  per  la  formola  di  Mac-Laurin  in  serie  con- 
vergente, la  nuova  funzione 


I 


9  W -+-«'* 

darà  parimenti  luogo  ad  una  serie  convergente;  la  qoak 
rappresenta  il  solo  sviluppo  di  9  (x) ,  e  non  già  delh 
funzione  totale  :  si  potrà  però  ottenere  P  esatto  vaioiv 
della  funzione  tenendo  conto  del  resto  dopo  un  detenni^ 
nato  numero  di  termini* 
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Differenziazione  ddU  funzioni  di  pm  variabili  indq>endenii: 

differmiziazione  delle  funzioni  composte. 
Teorema  sulle  funzioni  omogenee. 


7l.<*  Chiamando  u  una  funzione  esplicita  di  più  y4H 
riabili  indipendenti  a?,  y,  z  ....  si  esprimerà  in  generale 
per 

Se  alle  medesime  x,  y,  z  ...  si  attribuiscano  degli  au- 
menti finiti,  e  variabili)  od  anche  infinitesimi,  potrà  se 
la  u  è  continua  entro  dati  limiti  delle  variabili  indipen- 
denti corrispondergli  un  simile  aumento ,  e  denominati 

al  solito  per  Ax  ,  Ày,  A? , gli  incrementi  delie 

or,  y,  z  ....  e  per  ^u  quello  della  l'unzione  u^  sarà  sem- 
pre qualunque  sia  la  natura  degli  incrementi 

Au  ==/|r  -h  Ax,  y  -h  Ay ,  z^^z  ....  )  — /(x,  y,  z ) 

ove  se  finiti  sono  Ax ,    Ay ,  A:; ,  sarà  finita  Ati  ,  e 

se  saranno  infinitesimi  lo  sarà  anche  Au  per  la  condi- 
zione della  continuità.  Può  succedere  però  che  non  tutte 
le  yariabili  ricevano  simultaneamente  degli  incrementi  ; 
cosi  variando  parzialmente  la  jt,  la  y,  la  z,  i  par- 
ziali aumenti  della  u,  sarebbero 

^ j:-4-Aa?,  y,  z...)-/(ar,  y,  z...)  ,  /[x,  y  H-  Ay,  s  ...)  —f(x,  y,  z...  ) 
f{x,  y,  s  +  Az  ...  )  —f(x,  y,  z  ...)  , 


e  sarà  naturale  di  poter  esprimere  queste  differenze  per 
li  rispettivi  simboli  AxU  ,  A^u  ,  A.u ,  ....  in  modo  da 
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essere 


e  8Ì  chiamerà  ciascuna,  la  diifferenza  finita,  e  parziale 
della  ti  relativa  alld  yariabile  che  ha  ricevuto  1^  incre 
mento.  Formando  poi  i  rapporti 

àxu       /(r  -f.  Ar,  y,  x  u.4  )  —./Ir,  y,  x  ...  ) 
Ax  Ar 

A/«       /(a?,  y  -*-  Ay,  f  ....  )  —  /|  r^  y,  s  ...) 
Ay  Ay 

A,«       /{x^  y,  «  -h  Ar ... .  )  —  f(x,  y,  «...) 
Al  Al 

e  supponendo  Ar  ,  Ay ,  Az^  «...  infinitesimi,  altera  i  li^ 
miti  Terso  i  quali  convergono  gli  indicati  rapporti  st-* 
ranco  le  funzioni  prime  derivate,  e  parziali  riguardo  i 
ciascuna  delle  variabili  or,  y,  z  ....,  e  dando  queHe  cth 

dentemente  origine  a  nuòve  funzioni  deUe  a:,  y,  i  ...... 

cosi  sarà  bene  notarle  per  le  forme  simboliche 

od  anche  pia  brevemente  per 

Dxt^,    D/«,    D>, 


0     4     •     ^ 


quindi  esprimendo  per  dxU ,  d^i« ,  d,i« ,  «  .  .r  •    ì  diffe^ 
renziali  particolari,  avremo 

--«.hm-^-/i(x,y,i...)  =  D^ 


di  Al 
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dalle  quali  ricaviamo  i  differenziali 

^  "^Jx  (^»  y,  « ...  )  ^  »    d>«*  =»/^  (^1  y>  *  -  )  ^y 

****  =/i  (^^  y,  z  ...  )  d«  ,  .  •  .  . 

Queste  espressioni  sono  del  tutto  conformi  a  quanto  si 
è  stabilito  per  la  differenziazione  delle  funzioni  di  una 
9ola  yariabile. 

72.*'  Per  procedere  ora  alla  determinazione  del  dif-* 
fercnzìale  du ,  ricorderemo  che  chiamando  a  una  quan- 
tità infinitesima  si  ha  si  per  le  variabili,  che  per  la  fmiH 
zione 

d;tr  ^s=  lim  -—  ,         dy  c=  lim—  , 
«  a 

dz  «s  lim  — ,  •  .  •  .  du  =;=  Um  — 
perciò  riuscirà  per  quest'ultima 

j       1.  /(^  ■+•  ^^1  y  -+-  4y*  «  -4-  Ax  ,  ....  )  — /(^,  y,  % ...) 
Qtf  g=  lun  ■■■■■■!    ■  1- 


i^-*^^— — ^^"^F'-"™^"^»'.""^.*^^^"""^ 


A  conoscere  questo  limite,  si  riprenda  la  differenza 

/(  a?  -h  Ax,  y,  z  ....  )  —J[x^  y,  z ...  ) 

e  yaiiando  il  primo  termine  di  questa  riguardo  alb  y, 
avremo 
y{a:-f-Ar,  y-f-Ay,  z  -..  )  — /{a? -h  Aa:,  y,z.o) 

r 
e  qui  j[)ure  variando  il  primo  termine  relativamente  al*- 

la  z,  otterremo 

fipp  -t^  Aj:,  y  «-f*  Ay,  z  «H  Az...)— y^a>*-Aa?,  y  •+•  Ay,  z  ...) 
e  cosi  successivamente;  perciò  risulteranno  le  rispettive 
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differenze 

/(ar  -f-  Ax,  y,  «  ...  )  — /(ar,  y,  x ...  ) 

/(a?-f- Aj:,  y  H-  Ay,  « ...  )  — /(x  -H  Ax,  y,  jk  ..  ) 

/(ar  -h  Ax,  y  4-  Ay,  jjf  -f.  Az ...  )  — /(x-hAx,  y-t-Ay,  «...  ) 


ciascuna  delle  quali,  se  ha  per  limite  zero  converrà  cbe 
anche  la  lor  somma 

y][a:-HAx,y-HA7,z+.Az,  ...  )  — /(«i y^ «  ••  ) 

converga  per  valori  nulli  di  Ax,  Ay,  Ai ,  .••  al  mede- 
simo limite.  Ciò  posto  chiamando  I,  H,  K,  . . . .  alcane 
quantità  infinitesime  la  prima  delle  quali  svanisca  per 
Ax^=o,  la  seconda  per  Ay=o,  la  terza  per  Az=o, ..... 
e  tutte  sicno  funzioni  delle  x,  y,  x  ....  ed  in  particolare 
degli  incrementi  Aj?  ,  (  Ax,  Ay  ),  (  At,  Ay,  Az  )  ......sa- 
rà per  una  formola  di  già  dimostrata  al  parag.  26. 

f{x  -h  àx,y,x...)  —J\x,y,x...)  =  ^x  (/;  {x,  y,  x...)  + 1  ) 

f{x^  Ax,  y  -h  Ay,  *..)  —f[x  H-  Aor,  y,  «*..) 
=  Ay  C/>  (x  4-  Ax,  y,  z..  )  -f-  H  ) 

y{ j? H-  Al?,  y  -h  Ay,  z  -f.  Ar..  )  — /][x-h  Ax,  y  4-  Ay,x..) 
=  Az  (/i  (a: 4-  Ax,  y  -H  Ay,  z..)  -h  K ) 


quindi  la  lor  somma 

Att=  Ax  (/j  (ar,  y,  z  ..)  -h  I  )  -h  Ay  {^f'^{x  -f-  Ax,  y,  z  ...  l+l 

4-  Az  (y^(  a?  H-  AjC,  y  4-  Ay  ,  z  ...  )  4-  K  )  4-  ••••• 
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ove  diviso  tutto  per  a,  e  passando  ai  limiti  si  ottiene 

du  ==/i  (x,  yy  X  ...  )  dx  -h/;.  (x,  y,  z..)  dy  -hfi  (x,  y,  «..)ì[«+... 

ovvero  per  roltime  formolo  del  precedente  parag. 
du  =  dxU  -4-  dyU  H-  d,u  - 


•  •  •  • 


dalla  quale  si  ricava  che  il  differenziale  completo  du  è 
eguale  alla  somma  dei  differenziali  parziali  relativa  a 
ciascuna  variabile  indipendente  x^  y^  z  y  .  .  .  Qui  no- 
teremo che  le  derivate  parziali 

^  dxw      ^  dyU      ^  d,ti 

»'-=-dr'  "'"^  IT'  ^'""^  IT'  •  •  •  • 

per  un  uso  comunemente  adottato  si  scrivono  semplice- 
mente per 

du        du        du 

dx         dy         dx 

ed  in  conseguenza  i  differenziali  parziali  dovranno  rap> 
presentarsi  per 

àxU  =  ^-  Ar ,    dju  =  -;-  dy  ,    d.t«  ss  -;-  dx  ,    .... 
or  dy  dx 

quindi  il  differenziale  totale  delle  u  si  porrà  il  più  delle 
volte  sotto  la  forma 

dt#  di4  du 

du  =3=  ^-  dx  -4-  —  dy  «H  *"^  ix  «H  *  •  •  •  . 
dx  dy  dz 

Per  mantenere  poi  l'esattezza  nello  scrìvere  le  derivate, 
e  i  differenziali  parziali  delle  finzioni,  non  sarà  più  le- 
cito di  eseguire  una  riduzione  nelle  espressioni 

du  du  du 

•7—  dx  •        -r-  dy  •         1—  dz ,  .  .  .  • 

dx       '        dy    ^  '         dx       ' 
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a  meno  che  non  si  rimpiazzi  il  rispettiro   differenziale 

parziale 

dxW,    dytt,     d,M, 

In  fine  a  scanzo  di  equivoci,  noteremo  che  ogni  qual 
Yolta  si  dovrà  dividere  il  differenziale  completo  duper 
i  rispettivi  differenziali  dx,  dy,  djs,  .  .  •  .  si  scriverà 

■ 

ss**"'    i*"'     i*«>  •• 

Cosi  volendo  applicare  le  precedenti  formole  ad  un  qual- 
che esempio  si  troverà  con  gran  facilità 

à(x  -fiy-i-«)  =  dr-|-dy-hdjs    A(x  —  y)  =  dx  —  dy 

d  (ajr-H  ^y  -f*  C!^)  =  adx  -H  idy-H  càz 

àxy X  s:=:  y%àx  -h  ^xdy  +  arydx 

ydaj  —  xAy 


(7) 


r 


e  nella  stessa  guisa 


d  xr  =3  yxJ^'di!  -f-  OP"  log  ar  dy 
à(x^y  l/"—  1  )  »  da:  -h  dy  |/*—  1 
de*^/>^-*  a»  ^y^-^  (dr-Hdyl/"— 1) 

Dagli  esposti  esempi  risalta  che  il  differenziare  una  som- 
ma) una  differenza,  un  prodotto,  un  quoto  di  rariabili 

indipendenti  è  lo  stesso  che  difTerenziare  nna  somma, 
una  differenza  ,  un  prodotto  ,  un  quoto  di  funzioni  di 
una  sola  variabile;  le  medesime  regole  poi  sussistono  per 
gli  esponenti  tanto  a  base  che  ad  esponente  variabile, 
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ed  in  generale  la  regola  che  si  era  di  gi.^  slabilìta  per 
la  diflerenziazione  di  una  fauzione  di  funzioni  di  una 
sola  variabile  indipendente,  sussiste  per  la  differenzia- 
zione di  una  funzione  di  più  variabili  indipendenti. 

73.<*  Sia  s  una  funzione  di  funzioni  di  più  variabili 
indipendenti,  vale  a  dire  pongasi 

ed  insieme 

u  «=  f(ar,  y,  x  ...)  ,    v  ==  y{x,  y,  x  ...) ,    w  ■=  (p{x,  y,  x...) 

ai  avrà  per  la  differenza  totale  deUa  $ 

A*  =s  Au  (  F J(u,  r,  w  ...  )  4-  I)  4-  Ao  (  ¥J(u^  »,  w  ...  )  +  H  ) 

-H  Aw  (F^'(u,  V,  tv  ...)-+*  K  )  -f» .. . 

In  questa  formola  Ati,  Ar,  Am^  ....  sono  le  differenze 
complete  delle  funzioni,  u,  t?,  tv  ...  riguardo  a  tutte  le 
variabili  rr,  y,  x  ....  e  le  quantità  I,  H,  K,  ....  devono 
svanire  per  Au  =  o  ,  At?  s=a  o  ,  àw  sss  o,  ....  Dalla  dif- 
ferenza infinitesima  A^  si  passerà  immediatamente  al 
differenziale,  quando  dividendo  il  primo,  e  secondo  mem- 
bro per  l'infinitesimo  or,  e  passando  ai  limiti,  si  rifletta 
alle  consuete  definizioni 

às  =  lim  — . ,  dw  =8  lim  — ,   do  ==  lim  —  ,  div  =  lim  — , .... 
oc  u  (K  o: 

ed  avremo 

d^  =  Fj(ti,  r,  w  ...)  dif  -*-  F^'(ti,  r,  fv...)d*-f-  VJ(u,  ©,  tv..)dtv-t« .. 

Ognun  vede  che  questa  formola  coincide  con  quella  ot* 
tenuta  nell'antecedente  parag.  nell'ipotesi  che  t«,  v,  iv... 
fossero  variabili  indipendenti.  Si  osservò  inoltre  che  per 

11 
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le  ti,  V,  Wy  ..,*  funzioni  delle  indipendenti  a?,  y,  r«    .... 

sì  ha 

dtt  =  dxW  -f»  d^  -H  d,u  •+T...,     dt?  a=  djtf -f-d^t?  •+?  d,t>  4-..^ 

dw  =5  dxW  4-  dyW  •?(-  d,w  tf-  .  ,  ,  . 

perci(i  sostitueqdo  (ju^st^  valori,  e  ponendo  per  brevità 
I>^««F„'(u,  V,  w....),    D^c=F^'(u,t>,tv.  ...) 
Djy5  =  ¥^'  (ti,  t?,  tv  ...  ),  ... 
esulterà  per  il  differenziale  della  <, 


'  •  •  t 


is  =  D„«  dxM  -h  D^  d,tj  -+-  Djp«  dxtv  - 

-+•  P^s  dyW  H-  D^  dyt?  -H  D,^  d^w  -h  .  . .  . 
-H  P^«  d,ti  -4-  D^  d,t?  -h  D^  d.w  -fp .  .  ,  . 

Ma  dalla  differenziazione  delle  funzioni  à^  funzioni  dj 
una  9o|a  variabile ,  e  di  gl^  stabilita  al  parag.  37  aln 
l>4anio 

àxS  =  D„5  dxW  -h  D^  ixV  4-  g^^  djcw  -fr-  - . . , 

àyS  =  P^^  dytt  -h  ^^  dyt?  -4-  Dj^,5  dyW  -+-.,,. 

4,5  ==  D^  d»ti  4-  D^  d,t?  -^  D^^  d,w 


•  •  •  % 


dunque  ii^fiqe  per  le  funzioni  di  funzioni  riuscir^ 


d«  3^  djr«  -f-  d^  «fr  ds«  -h 


Da  tutto  Tesposto  ne  segue  ohe  la  differenziazione  delle 
funzioni  composte  è  soggetta  alle  medesime  regole  delh 
differenziazione  delle  funzioni  semplici.   Supponendo  ia 
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(uirticolare  che  la  s  si  ridaca  ad 

.  «  F(«) 

e  per  il  simbolo  F  si  prendano  SQecessiyamente  tutte 
le  diverse  forme  delle  funzioni  semplici,  otterremo  al- 
trettanti risultati  simili  a  quelli  del  parag.  33.  Lo  stesso 
accade  se  per  F(u ,  « ,  w  .  • .  )  si  assumano  le  diverse 
funzioni  composte,  come  già  si  è  fatto  per  le  funzioni 
di  uoa  sola  variabile  nei  parag.  36-38:  i  nuovi  risultati 
sono  del  tutto  identici  di  forma,  sia  che  ti,  t?,  w  .  .  . 
rappresentino  funzioni  di  una  sola,  o  di  più  variabili 
indipendenti  :  noi  per  brevità  omettiamo  di  fare  questo 
nuovo  dettaglio  che  noa  contiene  diflBcoItà  alcuna  nelP 
esecuzione. 

74.«  La  diiferenziazìone  delle  funzioni  a  più  varia- 
bili conduce  finalmente  alla  dimostrazione  di  un  impor- 
tante teorema  sulle  funzioni  omogenee,  e  che  noi  ver- 
remo brevemente  ad  indicare. 
Quando  nel  differenziale 

dt»  =  —  ir  -+•  -r-  dy  -+•  --  di  -H  •  •  •  i 
Qx  Qy  dx 

di  una  funzione  omogenea  ti  si  sostituiscano  d?,  y,  js,  ... 
invece  di  dar,  dy,  d^,  • , .  il  primo  membro  si  trasfor* 
mera  nel  prodotto  nu^  ove  n  indica  il  grado  della  fun- 
zione; ed  inflitti  supponendo 

u  =yia?,  y>  « . . .  ) 

una  funzione  omogenea  delle  a?,  y,  jt,  ....  dovrà  questa 
esser  tale  che  sostituito  tx  ^  ty  ^  $x  ^  . . . .  invece  delle 
^,  y,  X  ..,  si  verifichi 

/{tx,  ft/,  tx....)^t^(/{x,y,x...)) 
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Si  determioi  ora  la  derivata  riguardo  alla  nuoTa  tarìa- 

bile  ausiliare  /,  otterremo  evideutemente 

/i  x(  tx^  iy,  tx ...  )  X  ^fly  (  txy  ty,  tz..)y 

■+-//s(^^^  ly,  te  ...  )  2  . . ,  =  nt^-^fix,  y,  «  . .  .  ) 

nella  quale  facendo  I  ss  f ,-  dlyerri 

fx'{x%  y»  *  .•.  )  X  ^fy{xy  y,  «  • .)  y-h/i'(ap,  y,  *m>  «»  n/^x,  y,  :J 

o  dò  ohe  toma  lo  stesso 


dti  dtt  dti 

dx  dy  djc 

In  questa  forinola  trovasi  Tenunciato  della  proposizione. 
Così  per  esempio  nella  funzione  omogenea  del  secoDda 
grado 

Il  r=  — (  Ax>  4- By>  ^  CU>  H- 2Dyz  +  2&rz -f.  2Fjrj) 

si  ha 
dti  ^  (Ar-i-Ex-hFy)  dorw^  (By+Djs4-Fx)  dy^-  (Cz-4-Dy4-E  < 

e  per  conaegnena 

(A  -HEz+Fy)  x  -h  (By-hDx-hFx)  y  -4-  (Cx-t-DyH*£r)  i  =^^ 

come  si  vede  immediatamente  dal  valore  di  «. 
Cosi  anche  nella  funzione 


di  grido  nullo 

ydx  —  jrdy 


dii  = 


»* 


V 
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Afonie 

ydg  — ry  _^ 

y^      ~ 

In  tatti  i  precedenti  ragionamenti  abbiamo  supposto  le 
-variabili  indipendenti  x^  y,  z ...  reali,  ma  non  sarà  dif<* 
ficile  di  estendere  cfne^ti  risultati  al  caso  delle  yariabili 
or,  y^  z  ..•  e  dei  differenziali  dx)  dy,  àz ^  ....  immagi^ 
tiari;  mentre  entro  dati  yalori  reali  od  immaginari  del** 
la  x^  y^  z  ...  potremo  sempre  avere 

àu=f{x'^^x^  y  4*  Aj/>  J5  H-  Ax  ...  )  — /(d:,  y»  z ..) 

quindi  se  gli  incrementi  immaginari,  Aar,  Ay,  Az  ...  Au 
si  dividano  per  riniinitesimo  a  reale ,  e  si  passi  ai  li- 
miti, otterremo  l'espressione  di  àu  in  qualunque  ipotesi 
delle  yariabili  o  reali,  od  immaginarie  :  lo  stesso  potrà 
Buccedere  nella  differenziazione  delle  funzioni  composte. 


''  Derivane j  e  éiffkrmziaU  degli  ordini  superiori  delle  funzioni 
di  pia  variabtìié  Espressioni  simboliche  delle  medesime. 


75.*  Rimanendo  sempre  fisso  che  Pespressioni  sim- 
boliche 
-^  djcU,    dyU,    d^u  ,  .  .  *  * 

1  abbiano  a  rappresentare  i  differenziali  parziali  della  fun* 
2ione  u ,  riguardo  alle  yariabili  j;,  y ,  jk  ,  ...  e  che  nel 
medesimo  tempo  le  derivate  parziali  del  primo  ordine 
Bieno  notate  dai  rapporti 


/ 
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in  modo  che 

--  da;  a»  djrtf ,       ^-  dy  =  d-u  ,        —  d«  =  d,t* ,  . .  • 
dx  dy  "^  d« 

Bwà  facile  nelPipotesi  di  dr»  dy,  djs  .  .  .  costaoti  for- 
mare le  derivate  successive,  e  parziali  riguardo  alle 
riabili  Xj  y,.JK ..-  allora  i  successivi  differenziali 

Ax  àxU ,    dy  d^  ,    d«  dftt  , 


si  scriveranno  in  termini  più  abbreviati  per  le  consue- 
te notazioni 

d>,      d^,      d>,  .  .  .  . 

ed  in  generale  per 

d^ti,      d*ti,      d^»  .  •  .  . 

i  differenziali  parziali  delP  ordine  n^ùmo  relativi  alle 
Xy  y,  Zy ....  ;  quindi  anche  le  derivate  parziali  del  me- 
desimo ordine  si  noteranno  per 

Dy  =  /[«)  (x,  y,  X...),... 

Le  medesime  in  rapporti  differenziali  si  esprimeranno 
per 

d"u  d"ii  d^ii 

da:*  *  dy*  *         "d? 

in  modo  da  essere  costantemente 
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Non  Inolio  però  queste,  le  sole  òircostanzé  tkétie  Spiali  u 
possa  successivamente  differenziarsi. 

7è.^  Le  derivate  parziali  sono  altrettante  funzioni 
delle  variabili  j:,  y,  z,  ...  e  per  conseguenza  à^u  potrà 
nella  sua  generalità  differenziarsi  riguardo  alla  j^,  o  i... 
come  la  d^ti  riguardo  alla  x^  o  z  ....  Questa  successiva 
ditferenziaiEÌone  si  esprimerà  giusto  il  consueto  per 

^  la  successiva  derivazione  per 

hyDxU  ,        DxDytt 

ovvéro  pét* 

o  finalmente  in  teràiilU  differenziali 

*àu  dtt 

ix  dy 

dy     *  da; 

i}uali  nellUpotesi  di  dx,  dy,  djs,  ....  costanti  si  ridurrau-- 
tao  ad 

d>tt  d^tc 


dar  dy  dy  do^ 

Kella  stessa  guisa  Pespressioni 

h  Din  =  ^- — ' — ,    Di  Dyhxu  = 


^    '^         dx»dy    •    -**-/—        dxdyd» 

d3« 


0,  Diu 


X  *'«(.••        ~*      -       _  _  •      .a.é.ttf 


^  dy»  dx    ' 

indicdtiò  successive  derivazioni,  o  semplici^  o  ripetute  ^ 
e  relative  alle  variabili  x,  y^  jì^,  «... 
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Riprendiamo  adesso  le  differenze  parziali 

A;^=r/(jr  H- Ao:,  y,  »  ...)  —fipo,  y.  «  •••  ) 
AyU  =f{x,  y  -4-  Ay,  z ...  )  —f{x,  y,  z ...) 

e  facendo  variare  la  y  nella  prima,  e  la  a?  nella  secon- 
da, avremo 

A^  ^xu  =f{x  -H  Aa:,  y  -♦-  A y ,  «  . . .)  —A^^  y  -*-  Ay ,  x  ..) 

—A^  -h  Ax ,  y,  z  ...)  •+-/(a?,  y,  «...) 

Ao:  AyM  =yia:  -h  Ar,  y  -h  Ay,  z  ...)  —/(a;  -4-  Aar,  y,  « ...) 

— yi^»  y  +  Ay,  «  ...  )  -4-/(^,  y,  «  -) 

dalle  quali  si  deduce 

Ay  Ax  ti  =  Ax  Ay  V 

D'altronde  rammentandoci  sempre  che 

djctt  =  lim ,      dyii  =  lim »  •  •  • 

a  « 

si  otterrà  per  un  primo  rapporto 

Ao-ii  .     AyU 


Ay— ^        A* 


e  passando  ai  limiti,  verrà 

dyd:rt«'=dxdyif 

come  per  le  derivate 

dHi  A^u 


D^  D»u  =  Dar  HyU  ,      ovvero 


dx  dy  dy  dx 
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Queste  ultime  formole  ci  dicono  che  é  lecito  d^inverte- 
re  Tordine  del  diflerenziale ,  e  della  derivata  riguardo 
alle  variabili  jt  ,  y,  r  ...  ;  proseguendo  questi  ragiona- 
menti per  i  differenziali,  e  derivate  di  un  ordine  supe* 
riore  al  secondo,  dovremo  avere  egualmente 

dx  iy  dxU  e»  ày  à^u  *SB  à%àyUj   ... 

d^  Ay  dgU  t=s  dx  ày  Ag  d]^u^=  dx  dy  dx  d^  dxM  =»...•. 
dei  quali  le  corrispondenti  derivate  porgeranno 

à^u  d^u  d^u 

dx  dy  dx  dx^  du  dy  dar* 

d^ii  d^u  d^u  d^u 


da:^  dy  dz        dydjr  dx^        dy  Ar^  dz        dr*  dy  djc  dz 
Generalizzando  infine  tutte  queste  notazioni  dedurremo 
ài  d';  d"  ...  tt=d^  di  d;  ...  wc=rd«  d~  di ...  u  =  .... 

del  quale  la  corrispondente  derivata,  darà 
dÌ  D~  D;  ...  ^=0"*  D^  D; ...  w=D»  D~  d1  ...u  = .... 

X      y      z  j^      X       z  z      y      X 

£  siccome  i  differenziali  djA ,  d'^ti ,  d^ti , ...  sono  egua- 
li ciascuno  ad  una  nuova  funzione  delle  variabili  x,  y,  j?... 
moltiplicata  per  dx^  ,  dy*" ,  dz'%  ...  così  il  differenziale 

delPordine  {-|-m-+-ft -f-  ....  cioè  d^.  d^  dj| ...  «  .... 

sarà  eguale  ad  una  funzione  delle  medesime  x^  y,  z^  ... 
moltiplicato  per  il  prodotto  dx^  d^'"  ds"  ...  ossia 

djp  d^  dj  ...  u  =  $  (  J7,  y,  z  ...  )  dx  '  dy*^  dz'* .... 
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quindi  la  (ierivata  deirordine  2  -f*  m  -H  n  ^ ..;  déik  ^ 

èì  esprimerà  per 

purché  s' Intendano  eseguite  ^  2  differenziazioni  relative 
ad  Xi  m  ad  y^  ed  n  a  i, ..;  quésta  ultiitia  fondola  nwt 
è  diversa  da 

daf  dy~  dz".** 

11.^  Le  stabilite  nozioni  sulle  derivate^  e  diÉereiH 
£iati  parziali  degli  ordini  superiori  sono  néi^essarie,  e 
sufficienti  per  inoltrarci  nella  differenziazioAe  sùccessÌTa, 
e  totale  della  funzione  ti,  e  che  si  ridurrà  alla  detenni^ 
nazione  di  A^u  ,  d%  «  d^t^  ^  .  .  ^  .  d'%.  Ed  infatti  ram- 
mentandoci ,  che  il  differenziale  totale  di  Una  funzione 
di  più  yariabili  indipendenti  è  sempre  eguale  alla  soiih 
ma  dei  differenziali  parziali,  ed  osservan<Ìo  che  la  dif- 
ferenziazione dxU  ,  dyu  ,  AjtU  ,  . .  .1 .  da  origine  a  Muo^e 
funzioni  delle  x^  y^  z  . . .  si  avrà  primieramente  per  il 
differenziale  secondo  totale 


•       •        4 


dH«  s±=  djK  du  H-  d^  du  •+-  d«  dtt  -H  - 
e  sostituendoci  il  valore  completo  di  du^ 

àHi  s=et  Ax  (  àxU  -4-  àyU  -4*  d^u  «H  .  •  .  •  ) 
-♦*  dy  (  djd*  -♦-  dyU  *i-  d<»  -t- .  *  .  *  ) 
-H  d,  (  dar»  -t-  dyU  4-  d,v  -H  •  .  .  .  ) 

Differenziando  nel  modo  che  viene  qui  indicata  nescui 
con  gran  facilità 

Ahì  =a=  dju  4-  <1>  +  d^tH-...-4*2d,dy«+2dxd,U4-  2dyd,H 


<71 
nella  quale  prendendo  dar,  dy,  àx  costanti  si  può  met- 
tere anche  sotto  la  forma  delle  derivate 


d^=l 

AHi 

dar* 

dar* 

+ 

ày» 

dy» 

■*• 

d'tt 
d^» 

dz»-+ 

AHt 

d  jf?  dft 

">.- 

i*u 

At  i 

i<  u 

U  9.  - 

d«M 

•  •    «    « 


+  2-- — -—  dx  dy  -h  2  -^ — ;—  dx  di  -4*  2  -^^ — r—  dy  dz-t-—*' 
dxdy  drdi  dydi 

ove  però  non  possiamo  cancellare  le  potenze  di  dx,  dy, 

dH« 

àz , dai  termini  -; —  dx'  , a  meno  che  non 

di* 

Tengano  rimpiazzati  gli  eiTettivi   valori   d^, 

Per  la  foitnazione  del  differenziale  terzo  si  avrà  egual- 
mente 

ehi  i=s  dx  dH*-+-  dy  d>u  4-  d,  dHi -H  .-.. 

nella  quale  sostituendoci  d%  eseguendo  le  indicate  dif- 
ferenziazioni, e  riducendo  si  troverà 


•  •  ■  • 


In  nn  modo  del  tutto  simile  si  giunge  ai  diflerenziali 
di  ordine  più  elevato ,  ed  esporremo  quanto  prima  un 
metodo  semplicissimo  per  ottenere  in  tutti  i  casi  il  dif- 
ferenziale di  un  ordine  qualunque  di  una  funzione  di 
più  variabili  indipendenti,  e  basterà  per  ora  notare  che 
ai  valori  di  dH«,  d^u,  ....  riguardo  al  numero  dei  ter- 
mini, ai  coefficienti  ed  agli  esponenti  di  do:,  dy,  Az .... 
corrisponde  la  legge  del  binomio  di  Neuton.  In  una  fun- 
zione composta 

f  5=a  F  (tt,  t?,   tv  ...  ) 

ed  ti,  V,  w  ....  sono  funzioni  delle  op,  y,  « si 

ha  come  già  si  è  dimostrato  per  differenziale  del  primo 

ordine 

j        As  A»  .        d*    _ 

di  =  ---  dtf  -H  T-  de'  +  r-  dw  +  .... 
Au  Av  Aw 
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Yeuendo  ad  una  seconda  dificrenziazione  si  doTrà  teflff 

conto  anche  della  variabilità  di  du,  dv,  dw  ,  ••  .  .  per 

cui 

A^É    .  A^8    ^  ^   d*5    ,     - 

i^s  =  «^ —  iu^  «^     —  d»*  -H  . .  *  -4-  2  v-*-r  «"  dr 
du>  dt?>  dtt  dv 


d*  ,  d<  , 

.-«-  dH^  *4-  -«  d*© 
dtt  dv 


•  •  •  • 


La  differenziazione  di  ordine  più  elevato  si  prosegue  c0d 
lo  stesso  processo.  Cosi  dati 

5=3ti-Ht7f         #=xtt-|rt?  l/"—  1 
troveremo 

d'*  (u^v)  =  d^tt-f-d*» 

d*  (  tt  -f-  «  l/* —  1  =2  d'H*  4-  d"t>  (/^ —  1 

Si  può  far  meno  di  tener  conto  della  variabilità  di  d% 
dt?,  div  ,....'  se  tt,  t?,  tv  ...  .  sono  funzioni  lineari 
delle  variabili  x,  y,  js  « .  •  mentre  per 

tt:==:<tr4-Ìy4-cz-f>...-HÌt 
si  ha 

d'tt  c=  a  A^x  -t-  J  d*y  -h  e  d*z  4-  ..  =a  o 

qualunque  d'altronde  sieno  le  costanti  o  reali  ,  od  im- 
maginarie. LMpotesi  di  Uf  v^  tv  ....  funzioni  lineari  del^ 
le  X,  y^  X  ....  ci  condurrebbe  ad  estendere  per  casi  piò 
generali  alcuni  risultati  ottenuti  al  parag.  43,  e  cbe  ri- 
guardano la  differenziazione  successiva  di  un  prodotto 
di  funzioni,  ma  di  questo  parleremo  in  breve  qualun- 
que sia  la  natura  delle  medesime  funzioni  tt,  v^  w  .-« 
78.*"  La  differenziazione  delle  funzioni  di  più  va^ 
riabili  indipendenti  può  riportarsi  alla  differenziazione 
delle  funzioni  di  una  sola  variabile  mediante  afcnni  ar- 
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tifizi,  che  sarà  ben  di  conoscere.    Si  rappresentino  per 

«dar,    adj^»    aàx^  .  .  . 

gli  incrementi  delle  yariabili  a:,  y,  z ed  a  sia 

un  infinitesimo,  e  si  consideri  la  variazione  delia  fun- 
zione» come  funzione  della  a  in  modo  da  essere 

Per  eseguire  le  derivazióni  riguardo  ad  oc  nel  secondo 
membro  di  questa  equazione  basterà  ricorrere  ai  meto- 
di di  già  stabiliti  al  parag.  37  per  la  differenziarìone 
delle  funzioni  di  funzioni  di  una  sola  variabile,  avver* 
tendo  di  più  che  le  derivate  della  medesima  riguardo 
alle  variabili 

X'^otiXf    y4*ady,    ji-Hadz,.  .  .  . 

coincidono  cou  le  derivate  riguardo  alle  variabili  a:,  y, 
;s ,  t  •  •  •  f  ;  cosi  otterremo 

f\(x)  =»y*i  («  •+•  ocdx  ,  y  -H  «dy ,  x  -H  o^ds, .,.)  àx 
^fy  (^  +  «d^  1  y  -H flfdy ,  « -H oAxy ..)  dy 

•Hy^  (^  '^  «^  >  y  •+"  «*y  >  *  ■+•  «^>  •••)  ^ 

ir 


•    f 


d^onde  ponendo  c(  =s  o  si  ricaverà 

F(o)  =  u,    F{a)  — F(o)«Aii 
quindi  dividendo  la  seconda  per  a,  e  passando  ai  limiti 

F  (q)  =  Imi  — ^-^ ^-^=lim  —  =  d» 
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Le  riferite  forme  simboliche  indicano  chiaramente  Pope- 
razione  da  eseguirsi  sopra  la  funzione  u,  quando  per  gli 
esponenti  di  d.r ,  d^  ,  d^  ....  is'intendano  dopo  lo  svilup- 
po ordini  di  differenziazioni. 

80.*'  In  una  funzione  di  funzioni 

UyVyW....  contenendo  le  yariabili  indipendenti  a;, y, 2... 
si  dedusse 

is  =3  dxS  »f*  dyS  «H  d^  "+•  .  •  •  . 

ovvero  per  i  simboli  adottati  si  scriverà 

d#  =  (  dx-  -h  dy«4-  da  •+•...♦)  * 

Qui  pure  generalizzando  la  fonnola  per  un  ordine  a 
di  differenziazione  si  avrà 

i'^s  =  (  djc  -h  dy  H-  d,  -H  ....)'•  8 

Per  applicare  queste  diverse  formolo  ad  un  qualdie 
esenipiO)  prendiamo 

8s=UV 

otterremo  per  una  prima  differenziazione 

d  tft?  =3  (  d:t  ^-  d,  «H  d«  •+-...)  ti9 

Ora  in  forza  di  ciò  che  si  é  detto  al  parag.  43  per  b 
differenziazione  dei  prodotti,  abbiamo 

AjcUVsss  (dxHr  dx)  wt>,     àyUVs=z  (ày-^dy)  up 

i^uv  =»  (  d,  -+-  da  )  ttt? ,  .  .  .  . 

sostituendo  questi  valori,  e  riflettendo  che 

du  ff=s  (dx  -4-  dy  -4-  d,  -H  .  . . .  )  w 
dt)  s=3  (dx  *H  dy  -fi  d,  -H  . . . .  )  V 
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dedurreiiio  per  Tespressione  simbiilica  del  diSweiiiule 
completo  del  prodotto  uv 

quando  il  primo  d  si  riferisca  alla  u ,  ed  il  secondo  al- 
la i»,.  o  Ticerersa.  Al  medesimo  rbaltatp  si  giunge  più 
rapidamente,  coll'osservare  che  qualunque  sieno  le  fun- 
zioni ti,  V 

Auv  tss  uàv  •i^  vàu 

d'onde  si  otterrà  Pindicata  forma  simbolica.  Una  nuora 
differenziazione  deirespressione  simbolica,  porge 

i^uv  c=  (d  -f>  d)  d  tit;  c=s  (d  -t-  d)  (d  4-  d) uv 
e  più  sempKcemente 

d>  ti9  a  (d -H  d)' ut» 
ed  in  generale  per  il  numero  n  intero 

.d*tf«t=a  (d-f*d)^ity 

Un  risultato  simile  si  estende  per  il  prodotto  di  più  fun- 
zioni, ciod 

d*  «  r  w ...  a=  (d  •+•  d  -H  d  4-  .  • .  )*  w  t;  w  . . . 

Qtu  anche  dopo  lo  sviluppo  ciascuna  caratteristica  d , 
dee  riguardare  una  sola  delle  funzioni  t«,  «,  w  ...•  Sup- 
poniamo in  un  caso  particolare 

•  * 

avremo  dalfultima  trovata  formola  e  dalle  analogie  di- 
mostrate al  parag.  44  per  le  derivate  parziali  degli  or- 

12 
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dilli  Ji,  m,  p  ....  rektive  alle  x,  y,  x  .... 


d'oade 


D5  D?  DJ ....  ir'**^"^-"/(pc,  y,  «...) 


«=  •"*"**'*•••  (r  -1-  D,)-  (.  -h  D,)«  (<  ^  D.)^  ,.,yi[x,  y,i4 

♦ 

ed  in  generale  se  F  (  r^  «^  ^  ••.  )  sia  una  funzione  inte- 
ra delle  Tj  8j  t ....  dedurremo  con  fticililà 

=  e-'*'^''"- •  F( f  4.Dx  .f -h  Dy  ^«  H- D,  ...)yT[*^  y.iJ 

Questa  formola  che  avrà  luogo  quando  anche  F(r^  9j  t.) 
sia  una  funzione  razionale  si  adopra  con  molta  utilità 
per  l'integrazione  deirequazioni  lineari  a  derivate  par- 
ziali. Termineremo  di  parlare  dei  differenziali  delle  fon- 
zioni  esplicite  di  più  yarìabili  col  richiamare  un'impor* 
tante  proprietà  della  quale  deve  godere  un  dilTerenzift* 
le  àu,  onde  provenga  da  una  data  (unzione  u.  Si  np- 
presentino  per  A  .^  B  >  C  •••.  le  derivate  parziali  del  po- 
mo ordine  riguardo  alle  variabili  Xj  y^  «  ^,  cosicché  si 


A^DxH^    B—D^ji    C^Hji^j 
e  per  le  quali 

dti  =  DjM  ix  -H  Dyti  dy  4-  D«i«  djr  «(• 


t  •  *  % 


•«•« 
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Quante  Tolte  sia  data  la  faiiliiime  u  dorrà  verificarsi 

Dy  D,ii  =  Dx  DyU  ^  Dx  D/i=»  D-DxU >  Dy  D,u  =  D,  D^w  •. 
ovvero  per  i  valori  di  A  >  B  ^  C  .... 

DyAa»D,B^    D«A=sDxC^    D.B  =  D^C 

Queste  equazioni^  che  servono  a  conoscere  se  àu  sia  un 
differenziale  esatto^  si  sogliono  chiamare  il  criterio  del 
medesimo  differenziale.  Nuofè  altre  equazioni  di  condi- 
zioni j  o  criteri  per  distinguere  se  d^u  sia  un  differen- 
ziale esatto  dell'ordine  n  si  potrebbero  stabilire^  ma  di 
queste  parleremo  altrove^  e  ci  tratteremo  piuttosto  nel* 
la  differenziazione  delle  funzioni  implicite^  o  delfequa- 
zionL 

Differenziazione  dèlV equazioni. 


81.*  Se  la  consueta  funzione  u  delle  variabili 
ac^  ys  z. . .  acquista  un  valore  nuUo^  o  costante^  allora 
la  generica  relazione^  o  funzione  implicita 

é  ciò   che   chiamasi  equazione:  in  ambedue  i  casi  di 
,»&=30^  0  di  ns^G  dorrà  veriftoarsi 

di«=:0 

e  per  conseguenza 

OxM  do?  -4*  Dy»  dy  -t-D.»  dt^  ^..  =»  o 


la  quafe  si  dirà  Equazione  di^f^rfnsMfe  del  primo  ordine. 
Se  le  variabili  si  riducono  a  due^  per  cut 

'Bx«*  d*  4-  D^»  dy  ==a  0 
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indìdieri  il  diSereaziale -della  fnnziMM  implicita 

/(x,y)-C 
oye  y  essendo  una  fonzioiie  della  x  si  avrà  col  porre 

dy_  , 

dall'equazione  differenziale 

Dxtt-f-Dywy'csto 
d'onde 

'     __  £f!lL 

Ognun  Tede  come  la  derivata  della  funzione  si  esprini 
per  le  derìrate  dell'equazione.  Supponendo  che  le  ti- 
riabili  x^  fjj  X ...  8i  riducano  a  tre^  potrà  una  di  qoe- 
8te>  X  assumersi  per  funzione  delle  altre  in   modo  che 

per 

x=ff{xjy) 

si  abbia 

djKsspdd^-f-jdy 

fj  Pj  sono  le  derivate  parziali 

Sostituendo  adunque  il  valore  di  iz  neli'  equaxmme  éf- 
fermzialtj  e  raccolti  i  termini  che  moltiplicano  i  dil^ 
renziali  ixj  dy,  si  ricaverà  , 

(  OxU-HP  Dsti)  dxH-  (  D/I  + Jf  D<w)  dy  =  o 

Ora  le  X  ^  y  essendo  indipendenti,  lo  saranno  altreà  i 
loro  differenziali,  e  perciò  dovrà  verificarsi  separatamcsi 
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d'onde  % 

Queste   espressioni  porgono  le  deriyale   parziali  della 
funzione  per  le  derivate  parziali  dell'equazione. 

82.^  La  derivazione  snccessiva  di  queste  equazioni^ 
o  funzioni  implicite  si  prosegue  con  la  stessa  fiidlità: 
così  trattandosi  di  due  yariabili^  e  supposto  per  la  fim^ 
zione 

e  per  le  derivate 

D;ti  =  uW  ^    D;  =  •»(.)     D~  D*  »=  1*5?/ 

si  avrà  da  una  prima^  e  seconda  derivazione 

t»''-H  wiY  4-  (  «•/ + wii  y)  y'  -»-  •»!  y"—  o 

d'onde  da  una  successiva  sostituzione 

w 

, tt^         ^  « ^i'  —  ^^i'  <*'  «I  -Htin  u'') 


Quando  sieno  tre  variabili  Xj  y,  x  ...  si  avrà  per  il  dif- 
ferenziale secondo  deli'equ^omo  nell'ipotesi  di  dx,  dy 
costanti 

D>dd?«  -h  D^u  dy> -f- D^tt  dz>  4- 2D»  D^  ddp  dy 

-H2D;r  D«ti da:  ds 4-  2Dy D/» dy  ds  -H  D,u  d'r  »o 

alla  quale  per  Pindipendenza  delle  Xj  y  dovrà  congiun- 
gersi oltre  il  valore  di  de  determinato  nel  parag.  ante- 
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cadente  anche 

d'jt  =  r  do;'  -f-  iiy^  -f-  2«  èr  dy 
ove  « 

Con  la  sostitozione  di  questi  valori  il  differenziale  com- 
pleto di  second'ordioe  d*u  «»  o  risalterà  di  tre  sisleoi 
di  termini  moltiplicati  per  ix^j  dy' ,  dr  dy  ^  ciascuno 
dei  quali  per  rindipendeoza  di  ix,  dy  dark  luogo  se- 
paratamente a  tre  equazioni  a  differenze  parziali  del  se- 
condo ordine 

D^u  -4-p>D>-H  2pDarD.ii-4-r  D^iumo 
D>  •+-jf»D>-f-2yDyD,ti-f-rDjii  =  o 

pjfD>  H-DxDyii-hyD,D,uH-pDyD,wH-jD,ti«=o 

Con  la  stessa  regola  si  giungerebbe  ad  equazioui  a  dif- 
ferenze parziali  del  terzo  ordine.  Queste  equazioni  ser- 
vono per  eliminare  un  certo  numero  di  costanti  cbe  si 
contengono  in  una  data  equazione  finita.  Cosi  per 
pio  data  per  11=0  l'equazione  finita  del  primo 

avremo 

DoMsssaj    liyUc=bj    D,ii=— 1 

e  le  due  equazioni  a  derivate  parziali  del  primo  ordi- 
ne ottenute  alla  fine  del  parag.  antecedente  fomiseoM 


a  —  pnsao        0  —  jf  =  o 
ossia 

d'onde  risulterà  l'equazione  finita 
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priva  delle  due  costanti  a^i.  Riguardo  al  numero  del- 
le costanti  da  eliminarsi  sarà  bene  notare  j  che  se  tre 
«eoo  le  variabili  or,  y^  z  vincolate  da  una  equazione^ 
0  funzione  implicita  ^  avremo  due  equazioni  a  derivate 
parziali  del  primo  ordine^  tre  del  secondo^  quattro  del 
terzo,  ed  in  generale  n  -^  1  dell'  ordine  u^ùm»  j  cosic- 
ché il  numero  totale  delF  equazioni  a  derivate  parziali 
sarà  evidentemente  la  somma  doi  numeri  naturali 

(»-*-1)  («-+-2) 

Ai 

e  per  conseguenza  dall'equazione  finita  data,  e  dalle  to- 
tali equazioni  a  derivate  parziali  si  potranno  eliminare 

(nH-1  )(n-t-2)  .  •  ,  .  1.  , 
-^ —  1  costanti  j  e  nsulterà  quindi  un  • 

equazione  a  derivate  parziali  delPordine  n«>^<Do^  e  priva 
deir  indicato  numero  di  costanti.  Se  le  variabili  sono 
quattro^  otterremo  tre  equazioni  a  derivate  parziali  del 
primo  ordine^  sei  del  secondo^  dicci  del  terzOj  quindi- 
ci del  quarto  ....  quali  essendo  i  numeri  triangolari^  si 

avranno  per  il  termine  generale  dei  medesimi  

1  •  z 

equazioni  a  derivate  parziali  delFordine  n^>ao^  e  quin- 
di la  somma  totale 

.       .        .^    ■       .  (iH-1)(nH-2)      (w+1)(^+2)(fH-3)     , 

;  -f-  6  -4-  1 0  •!-.•  ■!■■     '     '   ''      *■  '-s^  ■■     ■         — • 

1-2  1 .2.3 

< 

dunque  si  potrà  arrivare  ad  una   equazione  a  derivate 

parziali,  e  deirordine  n«»no  dalle  quali  sieno  state  eli- 

w(nH- 1)  (n-4-2)(»-i-3)        ^  .    , 

minate —  1  costanti.  In  ire- 

1.2.3  ^ 

neralc  data  un'equazione  fra  m  variabili  si  potrà  sem- 
pre formare  un'equazione  a  deijvate  parziali  dell'ordì- 
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ne  n«»«o  la  quale  risalii  dall'eliminiiioiie  di 


(n-h  1)(n-H2)  (>t*^3).  .  .  .{n^m  —  i) 

1»2*3«  •  •  fu  "-"  1 


costanti  eontenate  in  altrettante  eqnaxionL 

83.*^  L'equazioni  a  derivate  parziali  si  adoprano  n- 
che  utilmente  per  Peliminazione  delle  funzioni  arbitn- 
rie.  Supponiamo  infatti 

«  —/{ f  («)  >  y^  «  )  =  o 
e  sia 

avremo  per  V  equazione  u  ci=  o  ^  e  per  le  due  funziom 

D;rtf  dx4-DyU  dyH*  D;|Udjp+D^drs=o 

draaDxT  ir  «f-D/*  dy^    òz^spAx^qàjf 

Eliminati  i  valori  di  dr^  dz  dall'equazione  differenziale 
per  mezzo  della  sostituzione  risulteranno  per  Findipeo- 
denti  di  do;,  dz  le  due  equazioni 

D^u  ByT  H-  DyW  H-  q  D.tt  s=  o 
ove  sostituendo 

si  trasformeranno  in 

f(v)  J>fJU  Djvl?  -f- Birtf  -f-  p  D.K  rs  O 

p'(r)  D^w  Dyf?  +  DyM  -f-  jf  D,u  ==  o 

In  queste  dile  equazioni  trovasi  ancora   nelle    derirate 
parziali  D««v  D^  ^  I>«h  la  funzione  arbitraria  9(v)  per 


i 
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cui  coD  la  n  BB  o  si  eliminerà  dalle  medesime  la  flp)  j 
ed  in  seguito  l'altra  f'(v)  D^  i  si  giungerà  cosi  ad  un' 
equazione  a  deriyate  parziali  del  primo  ordine  priva  di 
arbitraria  fonzigne.  Nell'ipotesi  che  fra  le  due  funzioni 

sussista  la  relazione 

«  —  ?(«) 
e  ritenendo  sempre  che 

Mc=z((x,y) 

< 

> 

sarà  facile  l'eliminazione  dell'arbitraria  funzione  9.  Dif- 
ferenziando parzialmente  le  v,  v  riguardo  ad  x,  y  si  ot- 
tiene 

D,ttH-p  D.i«  =  9»  (PjA^^p  D.r  ). 

Dividendo  la  prima  per  la  seconda,  riducendo  al  mede- 
simo denominatore,  e  ponendo  per  brevità 

R  =  D^D^f  —  Dxv  Dyii  ,      PJ«=  D^  DyU  —  D,«D,tf 

0—  Darli  DgH  —  DxMD^O 

risulterà 

PpH-Oy=«R 

Quest'equazione  a  derivate  parziali  del  primo  ordine,  e 
priva  della  funzione  arbitraria  s'incontra  nelle  applica- 
2Ìoni  del  calcolo  infinitesimale  alla  geometrìa.  Ciosl  nel^ 
caso  di 


X 


ii) 


n  troverà 
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d^onde 

Che  se  fosse  dato 

utss  x^    vs=  x^^y*^    e    j  «s  f  (x»  H-  y>) 

allora 

PcB~2y,    Q-i-Zr,    Re=o 


d'onde  verrà  V  equazione  a  derivate  parziali  del  prima 

ordine 

py  — qx  t=so 

84.^  L'eliminazione  delle  funzioni  arbitrarie  si  ren- 
de più  laboriosa,'  aumentandone  il  numero.  Per  mostrir^ 
ne  un  qualche  esempio  sia 

e  V  funzione  delle  x^  y.  Prendendo  le  derivile  parziali 
riguardo  ad  Xy  ed  y^  otteniamo  secondo  le  consuete  de- 
nominazioni 

P  =  (p(v)  Hr  ^<p'{v)  DxV  -h  f  (t?)  Dxt) 

Moltiplicandole  rcspettivamente  per  le  derivate  D,v,  DjeT, 
e  soltraendole,  svaniranno  le  ^(r)  if(v)y  e  si  avrà 

p  HyV  —  q  DxV  «ss  f(v)  DyV 

Proseguendo  le  derivazioni  parziali  riguardo  ad  dc»  ed  jfi 
e  ponendo  sempre 

si  ricaverà 
rDyt?  -HpDxD,.t?  —  sDxV  —  qDlc  =  o{v)  DxDyt?  -H  f(v]Ji,t^f 

pO>  -*-  «J*/^  —  yDxDj,t>  —  tDjcV  =  9(r)  D^.t?  -+-  (p\v)  (D,rV 
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Per  eseguire  più  speditamentp  retimiiuiziine.  delle  due 
fanzioni  f{v) ,  if{v)  si  rappresenlÌDo  i  primi  membri  di 
queste  due  ultime  equazioni  per  M,  N,  e  moltiplicando 
la  prima  per  HyV ,  e  la  seconda  per  DxV ,  e  sottraen- 
dolo avremo 

MDyt>  — ND,fT«=y(t?)(Dyt>.DxDyV— Djct?(Dy«)>) 

D'altronde  dalla  prima  equazione  a  derivate  parziali  si 
ricava 

«^^'^= — d;^ — 

dunque  finalmente 

(MD^D— NDar)  Dy»c=  (pD^r  —  qDxv)  {DyV  DaDyt>— D,t?(Dyt?)«  ) 

TaPé  Tequazione  a  derivate  parziali  del  secondWdine, 
non  lineare,  priva  delle  due  funzioni  arbitrarie  ^(r),  ìp(v) 
che  si  copt^nevano  nelF  equazione  finita.  In  alcuni  casi 
im  semplice  paragone  delle  derivate  di  diversi  ordini 
basta  per  eliminare  le  funzioni  arbitrarie. 
Pata  per  esempio 

«  aa  fo(  X  *h  *x  )  -f-  fi(y  —  kx) 

ed  eseguite  due  derivazioni  parziali,  risulterà 

dalle  quali  viene  l'equazione 

Bis  =  i*  D^« 

la  quale  s' incontra  in  differenti  questioni  interessanti 
della  fisica  Matematica,  ed  in  particolare  sulla  vibra- 
zione di  una  corda  sonora. 
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Più  generalmente  data  reqtuudone 

ove  per  brevità 

ed  f ' ,  (|f'  sono  le  deririOe  da  f ,  ^.  Da  una  prima  it* 
rivazione  si  ottiene 

D,,=  -,(9'(«)+f(t>))-^(p»-l-f'{*)) 
D^  =  -(?'(«)-f(«))-4<''»-*''<''^> 

Proseguendo  le  derivazioni  parziali  avremo  con  h  stessi 
facilità 

Di«  =  ^  (  9"(u)  -  f  (t.)  )  --  (  y»  -  «e»  ) 
D' *  =  ^  (  f(«)  -  f («)  )  --  (  f »  -  f »  ) 

~^(f»-f(t.))-hi(?»-«/'») 


!Ì(p(«)-^»)) 


Formando  ora  Tespressioni 


Dv»  »      —  —  »    e  sommate  con   DJ.* 


ricavcrem  o 


18^ 
Ora  il  secondo  membro  moltiplicato  per  ft*,  verrà  eguale 

precisamente  a  B^s,  danqoe  in  fine 

Quest'equazione  a  derivate  parziali  del  second'  ordine 
s'incontra  nella  teoria  del  suono  e  serve  a  determiuare 
le  vibrazioni  dell'aria  in  un  tubo  conico. 

85.®  Nel  porre  termine  alla  differenziazione  dell' 
equazioni,  sarà  molto  utile  di  fare  una  qualche  rifles- 
sione sulla  differenza,  che  passa  fra  V  eliminazione  dello 
costanti,  e  Teliminazione  delle  funzioni.  Neil'  eliminare 
le  funzioni  per  mezzo  dell'equazioni  differenziali  è  evi* 
dente  ,  che  si  dà  origine  a  nuove  funzioni  arbitrarie 
9^  f'\  ....  d^^ ,  (^'^ , ...  .  che  sono  le  derivate  da 
9 ,  <^ ,  .  .  .  dunque  per  J'eliminazione  delle  funzioni  si 
richiederà  un  maggior  numero  di  equazioni  dì  quelle  » 
che  si  richiedono  per  l'eliminazione  delle  costanti:  su[h 
ponendo  pertanto  m  il  numero  delle  variabili  or,  y,  x... 

e  jx  il  numero  delle  funzioni  9,  t^,  ;^^  verranno  ad 

ottenersi  per  la  successiva  derivazione,  le  nuove  funzio- 
ni arbitrarie  y  ,  (/*' ,  ;j' ,  ....  9  ' ,  ff' ,  y^'\  .....  cosicché 
trovando  n  equazioni  a  derivate  parziali,  il  total  nume- 
ro delle  funzioni  corrisponderà  evidentemente  al  pro- 
dotto /x  (  n  «4-  i  )  d'altronde  tutto  il  numero  dell'equa- 
zioni differenziali  d 

(n-Hl)(n-H2)(n-4-3).  .  .  (in-m— 1  ) 

1  •  2  •  3  •  •  •  m  «"^  1 

dunque  da  tutte  queste  equazioni  si  potrà  dedurre  un' 
equazione  a  derivate  parziali  dell'ordine  n,  e  priva  di 
funzioni  arbitrarie  quante  volte  si  verifichi 

''^^-*"^^< — ■    i.2.3..»-i: 
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Per  rendere  idéntici  i  secondi  membri  di  qaeste  doe 
equazioni,  e  dedome  quindi  i  reiori  deUe  deri?ete 
Dxti)  D/<i  D«iiv*«  m  funzione  delie  naove  D,.tf)  D  u,  D  tc,^. 
basterà  diflerenziare  le  r,  p,  jr  . . .  sostituirle  nella  se- 
conda espressione  di  du,  ed  eseguire  un  confronto  con 
b  priina,  é  si  avrà  primieramente 

dr  oa  D,r  dx  -+•  D^r  dy  -H  D,r  ds  ««f-  .  .  .  • 

dp  sai  D^p  dar  ^  D,p  iy  -h  D^  dz  +  •  •  •  • 

d;  t=3  D:cj  dx  H-  Dyj  dy  •+-  D,j  dx  -H  •  •  •  • 


Facendo  adunque   P  indicata  sostituzione  e  paragone , 
avremo  con  facilità 


»••• 


Nei  secondi  membri  le  derivate  parziali  Pxf*  D^p»  •« 
sono  nuove  funzioni  delle  variabili  r,  p,  ;  , .  • .  infine 
della  sola  eliminazione  si  potrebbero  ottenere  le  deriva- 
te D^ti ,  Jì  u ,  D^u  ,  ...  in  funzione  di  BxU^  D^ts,  Da 

purché  si  considerino  le  a: ,  y  »  j funzioni  delle 

r,  p,  jT  ....  Per  mostrare  una  qualche  applicazione,  sop- 
poniamo le  variabili  x^  y,  x  ....  ridotte  a  tre  coordinate 

ortogonali,  e  le  r,  p,  q  a  tre  coordinate  polari ,  e 

congiunte  fra  di  loro  per  mezzo  delle  cognite  forinole 


«c=srcosp«    y  esrsenpcos  jT,    x  ssvrsenp  aen  f 
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ed  avrenio  dalle  medesime 

r  =  a;>  -f.  y>  «H  js2 ,  cos  p  = 


k^Jt?»  ^  ya  4-  j5- 


tang  qt=  — 

y 


d^onde  i  tre  valori  espliciti  delle  r,  p,  jr,  cioè 


r  5=s  ^^x•  •+-  y*  -I-  J8* ,    p  =  are  cos 


a; 


l/^ar»  H-  y» 


z 
j  c=  are  tang — 

Ora  da  una  derivazione  parziale  delle  r,  p,  jr  riguardo 
a  ciascuna  delle  Xy  y,  x,  e  da  una  sostituzione  dei  va- 
lori di  Xy  y,  z  si  trova 

Dxr  =  cosp  ^    D^  t=s  sen  p  cos  ^  ,    D^r  =  sen p  sen  jr 

senp  cospcos^       '  cospsenor 

r  r  f 

sen  y  cos  y 


r  sen  p  r  sen  p 

e  sostituiti  nelle  formolo  generali  sarà 

D,Uc=,C08pD,U-?!^V 

r 

-^  «V  cos  p  cos  jT    |\ ,.        sen  ^  n  .- 

DyW  =  sen  p  cos  y  D^w  +  — J^ 1-  ^/i** jL^^^w 

r  r  sen  p 

Ds«  =  3enp  sen  y  D,.ii  h-  — il— i  *^;,**  ^  Ll^^ 

r  *  r senp 

Qui  pure  eliminando  le  r,  p,  jr  ai  otterrebbero  le  deri- 
i^atc  D^u,  DpU,  D^ti  in  ftinzione  di  D^,  D^u,  D.ii. 

Sd.^"  Proseguendo  le  differenziazioni,  e  derivazioni 
successive,  avremo  per  il  differenziale  secondo  totale  di  u 
relativo  alle  variabili  x,  y,  z  . . .  la  forma  simbolica 

d«(i  =  (4rDxH-dyDy-t-d:fD^  -+-)=»« 

13 
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considerando  poi  la  u  funzione  delle  p,  q^  r  dipendenti 

dalle  X,  y^  js  .  • . ,  sarà  per  la  variabilità  di  dr,  dp,  d( 

d»tt  =  (  dr  D^ -hd/>D^ -+.  djT  Dy -i- . . .  )Hi 

4-  (  d»r  D^-H  dV  D^  -H  d'jf  D^ H-. , .  > 

D'altronde  i  differenziali  secondi  di  r^p^q  ^^ .  daraano 
egualmente 

d>r  e»  (  dir  Dx  -h  dy  Dy  <H  dz  Da  •  .  ,  ')^ 
d»p=  (d;rD,-Hdy  DyH-d«D.  ,  .  .  )*P 
d»y  =•  (  dr  Dx  H-  dy  D^  H-  d«  D,  .  ,  ,  )»j 


•     ••••••i«« 


Facendo  adunque  la  sostituzione  di  onesti  Talari  nel  se- 
condo  membro  di  dH«,  eseguendo  tutti  gli  indicati  sth 
luppi  simbolici ,.  e  f»ragonando  i  termini ,  affetti  dalle 
medesime  potenze  di  docj  dy,  dz  ...  nel  primo  valore 
di  dHi,  ricaveremo  tutte  le  derivate  del  second'  ordine 

D^ti,  . . .  espresse  per  le  nuove  derivate  B^u ,  ...  Qui 

pure  una  prima  parte  di  queste  espressioni  ai  porrà  M* 
to  Tindicata  forma  simbolica,  ed  avremo 

D>  =  (  DxT  Dr-hUxp  Dp  -H  Dxj  D^  -h  .  ,  .  \^ 

H.(DirD,-HDJpD^4,D:yD^^,,,.)«* 
D^ii  =  (D/D,-HD^D^4-D^yD^4..  ,  .yu 

4.(D^rP,4-P»pD^-hD*jD^4*...)M 
B;*=(D,rD,  +  DjD^-hD,jD^H-.  ,  .  )>m 
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Questi  Talori  si  sarebbero  anche  ottenati  inìmediatamen- 
te  dalla  seconda  formola  di  qnesto  parag.  col  mutare  i 
differenziali  totali  d%  dr, .  •  .  d'r, .  .  .  nelle  derivate 

parziali  Dj^u , . .  .  D^ r , . .  •  D^  ,  •  • . 

Il  medesimo  confronto  poi  delle  due  espressioni  di  dHi, 
porge  ancora  le  derivate  successive  Dx  D^u, ...  e  si  ri- 
caverà 

H-  Hr^pU  (  Dxr  Byp  -H  D/  D^p  ) 

H-  D  ^  D^u  (  D,r  B^  +  D/  Dx?  ) 

H- D^D^ti(  DxpD^H- D^  D,^) 

4-D;i*  Dx  D^  H-  Dpti  DxDyp  4-  D^u  D,  D^y  4- 

e  cosi  per  le  altre  da  un  semplice  cangiamento   delle 


or,  y,  in  x^  jv^ed  y,  js  . .  . 

Ritenendo  che  le  x^  y,  z,  sieno  tre  coordinate  orto* 
gonali,  ed  r,  p,  ;  . . .  tre  coordinate  polari,  si  ricaverà 
da  una  successiva  derivazione  delle  Dxr, ...  di  già  ot- 
tenute neirantecedente  parag. 

r     '        ^  r 

-.a         cos» p  -+.  len*  p  cos*  a 

D,r  = ' * 

r 

a  2  sen  p  cos  p        a  cos  p  (  sen»  q  —  2  cos»y  8cn*p  ) 

r»  •^'^  r^senp 

cos  p  (  cos*y  —  2  sen'p  sen*?  ) 


D*p  = 


r*sen  p 


r^a  r^a  2sett  ?  cos  ?       ^j  2sen  ?  cos  ? 

D,J  =:  0,   Dr?  5=  • ^  ,     D'?  = ' ^ 

*  r*sen*p  *  r'sen^p 
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Nella  stessa  guisa  si  ba 


^  _  seQ ;?  cos p  CQS  7    _.    ^  seqpcaspseoi 


lì  n-^  sen'psenycosy    ^  j.  ^  cQsqcos^p 

Vy  U,r  = -j .  ,  Dx  UyP  — — 

sen7Cos2p                     cos  p  sen^r  cos  q  (1-f-2seiiM 
Vx  vj>  =^  — - — ,  DyD,pr= -^ 


r*sen  p 

Dx  Dy^  a=  o ,    Dx  D,y  «=  0  ,     D^  D^  =  —  - ^ — 

'  r^s^n^'p 

Noi  per  brevità  ci  dispenseremo  di  trascrivere  le  es- 
pressioni D^ti, . .  •  Dx  DyUy  . . .  che  si  otterrebbero  do- 
po la  sostituzione  di  queste  derivate  parziali . . .  D]^, .  .  . 

Dx  D^ ,  . .  •  Nello  stesso  modo  si  proseguono  le  differen* 
ziazioni,  e  derivazioni  terze,  quarte. .  .  L^uso  principale 
di  questi  cangiamenti  di  variabili,  si  trova  per  V  inte- 
grazione dell'equazioni  a  derivate  parziali.  Spesse  volte 
nelle  applicazioni  delfanalisi  siila  Fisica  Mateinatica,  con- 
viene sostituire  alle  coordinate  rettilinee  x^  y,  z, ...  delle 
altre  coordinate,  che  i  geometri  chiamano  curvilineei  ^"^ 
per  queste  diverse  trasformazioni  si  possono  consultare 
in  particolare  diverse  interessanti  Memorie  del  sig.  Lamé 
inserite  nel  24^  fascicolo  del  giornale  della  scuola  poli- 
tecnica, e  nel  tomo  2<>,  e  4^  del  giornale  di  Matematica 
del  sig.  Liou ville, . .  .  ove  si  fa  uso  anche  di  queste  (ras- 
formazioni  per  determinare  certi  integrali  definiti  du- 
plicati, e  triplicati. 

89.^  S^  una  funzione  differenziale  di  più  variabili 
cangia  di  segno  conservando  vicino  al  segno  il  medesi- 
mo valore,  mentre  si  cangianq  fra  di  loro  due  qualun- 
que dette  variabili  che  racchiude,  allora  si  chiama  qoe* 
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Ita  Uba  /Unzione  diffhrenztale  aliernaia.  Fra  le  fanzioni  di 
qnesià  specie  noi  sceglieremo  qaelle  che  si  chiamano  n^ 
suUanti  e  che  s'incontrano  nel  cangiamento  di  variabili 
eseguito  sui  differenziali  delle  funzioni. 

Bitenendo  pertanto  per  or^  y,  z  . . .  le  n  rariabili  in- 
dipendenti, e  per  r,  p,  jr . . .  altre  n  variabili  congiunte 
alle  prime  per  n  equazioni  date^  noi  potremo  conside- 
rare le  r,  p,  jf  ...  come  funzioni  delle  variabili  indi- 
pendenti x^  y,  X  ...  e  calcolare  sotto  quest'ipotesi  le  de- 
rivate del  primo  ordine,  che  racchiudono  i  diversi  ter- 
mini del  tablò 

Dxf ,    Dyp ,    hgp  ,  .  .  .  . 
^^q,     Hyq  ,     D,jr ,  .  .  .  . 

DxT  ,    DyT  ,    D,r  ,  .  .  .  . 


.•.*.     ■•• 


Ciò  posto  se  si  formi  il  prodotto 

Dxp  Dyj  D,r .  .  .  , 


con  i  diversi  termini  che  porge  una  delle  diagonali  del 
tablò,  e  si  faccia  uso  come  fa  il  sig.  Cauchy  della  no- 
tazione 

S[=t:Djrp,  HyqD^r.  .  .] 

per  indicare  la  sonuna  fatta  dal  prodotto  parziale 
.PxpD^  D^r  ...  e  da  tutti  quei  nei  quali  si  trasforma  quan- 
do si  cangiano  fra  di  loro  una,  o  più  volte  di  seguito 
le  variabili  x,  jf,  x  • . .  prese  a  due,  a  due  e  cangian-* 
do  ciascuna  volta  il  segno  del  prodotto  ottenuto,  allora 
l'indicata  espressione  si  chiamerà  la  risultante  dei  termi- 
ni compresi  nel  tablò,  e  diverrà  evidentemente  una  fun- 
zione differenziale  alternata,  rapporto  alle  variabili 
or,  y,  js...  Per  dedurre  poi  gli  uni  dagli  altri  i  diversi  ter- 
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mini  di  questa  risultante,  basterà  Ì\  cangiar  fra  di  Km 
ro,  e  le  variabili  or,  y^  x  .  • .  o  le  funzioni  p,  q^  r  .  .  ^ 
Nella  stessa  guisa  considerando  le  a;,  y,  js . . .  come  fun- 
zioni delle  variabili  p,  9,  r  • . .  ,  la  risultante  fomuita 
con  i  diversi  termini  del  tablò 

D^  »    V  >    V  »  •  •  • 
e  rappresentata  per  la  notazione 

sarà  una  funzione  dilTerenziale  alternata  rapporto  alk 
variabili  p,  9,  r ... 

Sarà  ora  facile  di  scuoprire  una  bella  relazione  die 
passa  fra  le  due  indicate  risuUanti:  infatti  per  i  diffe- 
renziali di  primo  ordina  delle  p,  9,  r  .  •  •  considerate 
come  funzioni  delle  or,  y,  jc  • . .  abbiamo 

dp  =  Dxp  àx  -t-  DyP  dy  -f-  Dj»  Ak  -+-..-  . 

dy  =  D.rj  da?  *|-  D^^f  dy  -4-  D,y  dz  •+•...  . 

dr  =x  Dxr  dj?  H-  D^r  dy  -H  D/*  ds  -J-  .  .  .  .  ' 


dalle  quali  eliminando  successivamente  dar,  dy,  àx  .  .\ 
ricaviamo  dei  risultati  della  forma 

ove  come  si  conosce  dalla  risoluzione  dell'equazioni  £ 
primo  grado 

K  =  Si;=l=D,pDyjD^r.  .  .^ 
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similniente  coiisi<lcrAndo  ìe  x^  y^  z  .  .  .  come  fbnzioni 
delle  p,  9)  r  • . .  avremo 

dx=  D  de  dp  -h  D jr  iq  H-D^t  ir  - 
dy  =s  D^  dp  -^  D^  djr  -+-  D^y  dr  - 
dx  ss  Dw^E  dp  -f-  Djit  d;  *f-  D^«  dr  - 


•  •  •  • 


é  •  • 


•  •  •  » 


Queste  pure  ìrbolute  riguardo  a  dp)  iq^  dr,  porgeraniio 

ore 

K.  =  St=fc:D^rD^yD,«.  .  .] 

Ma  dalla  risoluzione  deirequazioni  determinate  si  cono- 
sce che  se  n  variabili  XjyjZ  ...  sono  congiunte  ad  al- 
tre n  variabili  p^qjV ...  per  n  equazioni  lineari  e  sup- 
ponendo le  une  espresse  in  funzione  lineari  delle  altre, 
e  reciprocamente,  le  due  risultanti  formate  con  i  coeflì- 
cienti  che  racchiuderanno  queste  funzioni  lineari  nelle 
due  ipotesi^  offriranno  un  prodotto  eguale  alPunità;  que- 
sta proposizione  ci  porta  subito  a  stabilire 

ovvero 

SC=fcDxpDy5rD,r.  .  ]  .S  [D^rD^y  D^s .  .]==1 

Questa  formola  trovasi  in  una  Memoria  dei  sig.  Jacobi 
inserita  nel  tom.  22  del  giornale  dei  sig.  Creile  1841 
pag.  337.  Non  solo  poi  queste  due  risultanti  porgono  un 
prodotto  eguale  alFunità^  ma  ciascuna  di  esse  si  può  es- 
prioiere  anche  per  il  rapporto  di  due  altre:  ma  per  que- 
sta nuova  relazione  si  può  consultare  la  citata  Memo- 
ria del  sig.  Jacobi,  od  anche  una  Memoria  del  sig.  Gauchy 
pubblicata  nel  1  %.^  fascicolo  degli  Esercizi  d' analisi  j 
e  di  Fisica  Matematica,  e  dal  quale  abbiamo  estratto 
quanto  si  è  esposto  sulle  funzioni  differenziali  alternate. 
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Dei  Massimi  e  Uimmi  ddle  fimxioni 
di  più  ^ariMU. 


90.*  La  consueta  fanzione 

u  =/(j?^  yy  « . . .  ) 
che  per  nn  dato  sistema  di  valori 

jc  =  aj    y  =^Ì  j    z  esse  j  ,  •  4 

acquisti  un  particolar  yalore  reale  che  superi  tutti  i  ti- 
lori  reali  Ticini^  vale  a  dire  tutti  quei  che  si  otterreb- 
bero facendo  variare  le  Xj  y,  z  . . .  ii  quantità  piceo- 
lissime  positive,  e  negative,  allora  questo  particolar  ra- 
lore  della  funzione  u  si  dirà  massimo,  od  un  maxmn. 
Che  se  la  funzione  u  è  reale,  ed  inferiore  a  tutti  ì  ti- 
lori  reali  vicini  ^  si  dirà  un  minimo  od  anche  un  vm» 
mum  il  valore  particolare  della  ti. 
Sieno 

Ax  j  Ay  j  Az  j  .  .  , 

gli  aumenti  infinitamente  piccoli  delle  variabili  indìpea- 
denti  Xj  y,  z  ...  è  facile  il  vedere  che  per  un  dato  »- 
sterna  di  valori  delle  medesime  ar,  y,  2 . . .  dorrà  veri- 
ficarsi nel  caso  del  massimo 

come  nel  caso  del  minimo 


qualunque  d'altronde  sieno  i  segni  di  A^^  Ay^  A: 


,  ..* 
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Si  sostitniscano  ora  agli  incrementi  Ajc»  Ay,  Ajt,  . . .  le 
quantità 


*  « 


e  si  consideri  qual  funzione  dell'infinitesimo  a  Fesprcs- 
sione 

F(«)  ==/(r  -H  flcda: ,  y  -H  ady ,  js  -+•  adj? ,  . . .  ) 

è  evidente  che  neiripotesi  del  massimo  per  valori  pros- 
simi ad  a,  &,  e . . . 

F(«)  <  F(o) 

come  per  il  minimo 

F(a)  >  F{o) 

qualunque  d'  altronde  sia  il  segno  della  «•  Con  queste 
due  ineguaglianze  la  ricerca  dei  massimi  e  minimi  del- 
le funzioni  di  più  variabili  viene  riportata  ai  massimi, 
e  minimi  delle  funzioni  di  una  sola  variabile,  quindi  non 
sarà  difiicile  il  concludere,  che  quante  volte 

^(o)^/!^»  y,  *..,)  =  «* 

e  la  sua  derivata  sieuo  continue,  si  avrà  per  la  condi-» 
zione  del  massimo  e  del  minimo 

r(a)  =  o 

ponendo  dopo  la  derivazione  a  s=3  o  »  e  siccome 

F'(o)  =:  du  s=  DxU  ix  4-  DyiA  dy  4-  D^tt  dz  +  .  .  . 

così  sarà  generalmente 

DxU  àx  H-  DyW  dy  *♦-  D,u  dx  H- . .  =  o 

Qaando  tutte  le  variabili  Xj  y^  z  .  .  .  .  sieno  indipen- 
denti, avremo  necessariamente  per  le  derivate  parziali 

DjcU  =  O  >      HjU  =  0  ,      DjW  sssr  0  ,    .    .   . 
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I  valori  delle  xr,  y^  jt  •  . .  che  si  ieincmo  datila  rìso^ 
luzione  di  queste  n  equazioni  fra  n  incognite,  e  che  ve- 
rificano una  delle  condizioni  di  già  indicate  saranno  quei 
che  rendono  massima,  o  minima  la  funzione.  Quando 
fosse  discontìnua  la  funzione,  allora  la  condizione  del 
massimo,  e  del  minimo  dovrà  ricercarsi  nelle  radici  del- 
l'equazione 

dUcsscO 

In  fine  se  la  F'(a)  nella  vicinanza  dei  valori  a  «ss  o  re« 
sta  costantemente  positiva  o  negativa,  la  funzione  in  pro^ 
posito  non  somministrerà  né  massimo  né  minimo. 
91.^  Per  mostrare  una  qualche  applicazione  sia 

ti  ===  Ax>  -h  Bxy  -h  Cy  *  i-h  A'x  +  B'y  4-  C 

ed  avremo  dalla  differenziazione 

di?=(2Ax-|-By-hA')dx-+-(Bjp-|-2Cy-+-B^dy 

quindi  per  la  condizione  del  massimo,  o  del  minima 

2Aa;-^By-4-A'=o,    Bir+2C;yH-B'BO 

d'onde  i  valori  particolari 

2CA— BB^  2AB^  -^  B  V 

^™  B»  — 4AC  •      ^'^  B«— 4AC 

Formando  adesso  la  differenza  F(a)  —  F(o)  con  i  tro- 
vati valori  delle  or,  y ,  si  vedrà  che  esiste  un  massimo 
per 

B»  — 4AC<o        ed        A<o 

ed  un  minimo  nel  caso  di 

B>— 4AG<o,    ed    A>o 
Sia  ancora 

utsixy  {in  —  X  —  y) 
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abbiamo  daUe  condizioni  del  massimo^  t>  del  miiiiaio 

DxH  =2y(3a  —  2jc— y)=o 

D^  =3a:(3a  —  «  —  2y)  =  o 
d'onde 

^sBsa,    y«9a 

Sostitnendo  ora  nella  u  invece  delle  j;  9  y  le  quantità 
a  +  adx,  a  -f-  ady,  e  formando  la  differenza  F(a) — F(o)^ 
sarà 

(a-hflc&r)  (a4-0(dy)  (  3a—  a  —  ada?  — a  —  ady) 

—  a«(3a  — a  — a) 
=»  —  a  «*(  (  dx  4- dy  )*  —  da?  dy  )  —  a' do:  dy  (  dar  +  dy  ) 

Ora  questa  differenza  nella  vicinanza  del  valore  a  =  o 
si  mantiene  positiva  per  a  <^  o,  e  negativa  per  a  ^  0» 
dunque  i  valori 

somministrano  un  massimo  nel  secondo  caso  ed  un  mi- 
nimo nel  primo. 

92."  Le  condizioni  del  massimo,  e  del  minimo  si 
possono  desumere  anche  dalle  funzioni  derivate  degli  or- 
dini superiori  :  rammentandoci  infatti  che  la  formola 

F(a)  =/][ a?H-adi;,  y-+-0cdy,  sr-t-adjs,  .  .  .) 
ci  somministra 

F(o)  =u  ,  r(o)  =  dtt,  F»  c=:  d*u,  • . .  FW(o)  =  d«ti 

diremo  che  allora  u  è  un  massimo  od  un  minime^  quan- 
do per  un  certo  sistema  di  valori  delle  or,  y»  js  •  .  .  . 
yerìficandosi 

r(0)c=dua^0 


I 
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si  ba  inoltre 

F(»«)  (o)  «=s  d**  Il  <  o        per  il  massimo 

e 

F(^)  (o)  s»  d«*tt  >  o        per  il  minimo. 

D'altronde  il  differenziale  dell'ordine  2n  A  potrà  espri- 
mere simbolicamente  per 

d»"tt  s=  (dar  Djr -+- dy  D^ -+- djs  D^ -t- •  .  .)»»« 

purché  dopo  lo  sviluppo,  V  esponente  indichi  ordini  di 
derivazioni  nelle  caratteristiche Dx ,  D^,  D«««. ,  e  po- 
tenza nei  differenziali  dx  ^  dy ,  Az  ••«  :  il  segno  di  d^v 
dipenderà  dal  segno  del  secondo  membro,  il  <[aa]e  sari 
un  polinomio  omogeneo  del  grado  2»  riguardo  ai  diffe- 
renziali dxj  dy,  iz  ....  cosicché  chiamando  d'ora  innanzi 
0?,  y,  z . . .  ^  le  variabili^  e  formando  i  rapporti 


d^  dy  Ax 

5^«P,     5;  =  ?,     -j7-r, 


•     • 


il  segno  di  d^u  dipenderà  dal  segno  del  polinomio 

(p  Dx-H  y  Dy-frD,  . .  .  +  D,  )>«» 

quale  dovrà  rimanere  o  costantemente  positivo,  o  nega- 
tivo, comunque  varino  dx ,  dy ,  dz .  .  .  d/.  Ora  qaesto 
polinomio  rimane  invariabile,  quante  volte  posto 

(pDx-*-jrDy-|-rD,H hDJ*"ii=so 

le  radici  relative  a  p  o  sieno  tutte  immaginarie^  se  \t 
ne  sono  delle  reali,  queste  sieno  eguali,  od  in  un  nu- 
mero pari,  e  sarà  facile  il  concludere  che  il  segno  di 

à^'u  coinciderà  con  il  segno  di  Hll'u  comunque  vari- 
no i  rapporti  p,  j^,  r^  .  .  .  • 
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93.<*  Cosi  per  una  funzione  di  due  variabili 

e  per  il  differenziale  secondo  sarà 

d»w  =  Dlu  da?»  -H  D^tt  dy»  +  2D:r  D^w  ix  dy 

Quante  volte  il  sistema  dei  yalori  di  ar,  y  dedotti  dallo 
due  condizioni 

non  annulli  à*u ,  allova  il  suo  segno  sar^  lo  stesso  che 
il  segno  del  trinomio 

ponendo  adunque 

le  radici  di  quest'equazione  saranno  immaginarie,  se  sia 

D>D»tt~(D,Dytt)»>o 

naraniio  reali  ed  eguali  se 

D^uD^tt— (D,DyU)»«o 

e  perciò  sotto  queste  condizioni  si  yerificberi  costante^ 

ipente  d*u  <  o   se  D^u  •<  o    e    d*u  >  o    se  D^tt>H), 

comunque  d'altronde  varino  i  dilTerenziali  dx,  dy. 
Per  la  fuqzione  di  tre  variabiU 

u=/(x,  y^  z) 


506  . 

abbiamo  dal  differéozialè  secondo 

d»u  =  D*u  dr^H-D^u  dy»4-  D|u àz^+2D^  DyU  àx  dy 

4- 2Dx  D,u dx  dzH*  2D^D^u ày  iz 

e  sapponcndo  che  rimanga  di  yalor  finito  per  la  sosti* 
tuzione  dei  yalori  delle  x^  y  ^  z  che  yerificano  le  con- 
dizioni 

Dxtl  s=3  O  ,  DyU  =r  0  ,  D^U  s»  o 

e  fatto  per  brevità 

àx  dy 

ne  verrà  che  il  segno  di  à^u  rimarrà  invariabile^  quante 
volte  Fequazione  di  secondo  grado 

p»  D>+  2  (jDx  D^  H-  Dx  D,u)p 

4-  jr*  DJ.**  -H  2j  Dy  D.u  -♦-  DJu  =  o 

risoluta  rapporto  a  p  non  ammetta  radici  reali,  o  per 
conseguenza  qualunque  sia  q  dovrà  verificarsi 

(  D^u  DJ^u  —  (Dx  Dytt  )»)  j»  H- 2  (  D>  DyD,u  — DxD,^  D,  D, 

H.DJuD>  — (DxD,u)»>o 

A  questa  condizione  si  soddisfa  quando  sia 

D>D»tt-(D,Dyu)»>o 
ed  insieme 

(  D>  D^tt  -  (  Dx  Dyu)^)  (  D>  D>  -  (  Dx  D^u)') 

—  (  D>Dy  D^u  —  DxD.tt  Dx  D,u  )>  >o 
Nella  stessa  guisa  si  potrebbe  procedere  con  un  numero 


I 
I 

1 1 
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maggiore  di  variabili.  Prima  di  renire  a  speciali  appli- 
cazioni osserveremo  che  alcune  volte  oltre  della  funzione 
fra  fi  variabili  x,  y«  z  ....  sussistono  per  tutto  il  corso 
della  medesima  delle  relazioni  generiche 

Se  queste  sieno  m  di  numero^  allora  le  variabili  indi- 
pendenti diminuiranno  di  numero,  e  si  ridurranno  ad 
n^m:  questo  riflessioni  saranno  sufficienti  per  farci  ri- 
solvere alcuni  interessanti  problemi  ^  che  si  presentano 
in  geometria,  ed  in  Meccanica. 

94."*  Vogliasi  per  esempio  il  massimo  e  minimo  va- 
lore della  funziooe 

quando  fra  Xj  y^  x  aussbta  la  relazione 

jp9  ^  y9  ^  jfS  S-S  1 

Avremo  dalla  differenziazione  della  u 

du  s=s  a  dx  4«  hAy  '\r  eà% 

quindi  per  il  piassimo^  e  per  il  minimo  sari  non  soIih 
mente 

aàxm{mbày^c^s=iO 

ma  bei)  aiicbe 

a?dj?H-ydyH*«d5  =  o 

dalle  quali  si  ricaveri 

X  a  y        ^ 

i  e  ^        z        e 
pvvero 

•^        y        *       _.|/^^*  •+•  y*  -+•  *' 


>      ■  .  I 


a         6         e  \/^a*  -j*  6>  -h  «' 
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d^onde 


l/a»  ^  4a  ^  c«  i/'a*  -h  A* 


«  = 


K«*  -i-  A* 


Sostitaendo  questi  yalori  nelle  Uj  otteniaino  per  i  dae 
segni 


Il  primo  rappresenta  il  massimo  valore  ed  il  secondo  3 
minimo.  Per  sperimentare  i- criteri  riportati  nelT  ante- 
cedente parag.  j  si  elimini  il  dx  fra  il  yalore  di  dai  e 
Tequazione  diflbrenziale  data^  sarà 

ed  insieme 

s 

Proseguendo  la  differenxiaàone  nella  prima  espressione 
di  dii^  abbiamo  per  Tipotesi  di  dx^  d;  costanti 

d*ii«=?cdu 
e  nello  stasso  tempo 

dar*+dy*      (aAc-hydy)* 


d*2»  — 


s* 


e  perciò 


dx>  +  dy>  (jtdx-»*ydy) 


«•i«« 


ove  i  ooeBcìe&ti  di  dr^,  dy\  ds  dy  saranno  le  derivale 
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lOMeftlre  fMtniali  della  Uj  vale  a  dire 

e  sostituendosi  i  trovati  valori  di  Xy  y,  x  si  ottiene 

Queste  tre  derivate  verificano  la  condizione  di  già  sta- 
bilita nell'antecedente  parag.  cioè 

ed  avendosi  D^  ^  o  per  i  valori  positivi  di  ^,  f/j  x^ 

e    D^ii  ^  0    per  i  valori  negativi ,  resterà  dimostrato 

che  dei  due  valori  di  u,  il  primo  è  un  massimo  ed  il 
secondo  un  minimo.  Le  precedenti  equazioni  risolvono 
in  meccanica. il  problema  sulla  massima  somma  delle 
proiezioni  delle  aree  sopra  un  piano  di  determinata  po^ 
dizione. 

95."^  Cerchiamo  inoltre  il  massimo,  o  minimo  va- 
lore della  funzione  r  determinata  dalla  formola 

r»=  (x  — a)» +(y  — /3)»+ 2(0?  —  a)  (y  — /9)  cosg 

14 
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con  la  condizione  che  fra  x ,  y  liQSsbUi  V  equatioD  di 

secondo  grado 

kx^ ^By*  +  2C xy  +  2Dx -h  2Ey»K 

Ognun  vede  che  riportata  la  questione  in  geometria,  si 
riduce  alla  determinazione  degli  assi  principali  di  ana 
linea  di  secondo  ordine  dotata  di  centro,  dei  quale  le 
coordinate  rettilinee  congiunte  ad  angolo  e  supporremo 
essere  a ,  /3.  Per  la  condiziono  del  massimo,  e  minimo, 
si  arra  dalla  differenziazione  di  r^ 

(x—a *+■  (y— jS)  C0S6 )  di?  -h  (y— j3  -+-  (x— g)cos  g)  dy 


e  dalla  differenziazione  dell'equazione 

(  Ax-HGy-f- D)  dx -H (  By  +  Gir-h  E )  dy  a o. 

Non  potendo  la  r  divenir  infinita,  avrà  luogo  la  coesi- 
stenza delle  due  equazioni 

(ic--a-f-  (y— B)  cos  e)  dx  -h  (y*— jS-H  («— «)  eosg)  dy=o 


(Aa?-f'Gy^D)da:-i-(By  +  Gxr-f*E)dy<ao 

ove  eliminando  il  rapporto  dei  differenziali,  si  ricaverà 
la  frazione  simmetrica 


Aar  -+.  Cy  -f-  D  By  *K  Gr 


■  «■    !«■     m* 


«?  —  «•+-(</  —  P)  cos  2         y  —  /3  -H  (o:  —  ft)  cose 

Per  dedurre  un  valor  commune  indipendente  dalle  va- 
riabili J^ ,  y ,  basterà  moltiplicare,  e  dividere  la  prima 
per  a?  —  a  ,  e  la  seconda  per  y  —  j3  ,  e  quindi  fare  U 
somma  dei  numeratori,  e  la  somma  dei  denominatori,  e 


2lf 
si  otterri  in  forza  del  valore  di  r* ,  e  dell'  eqoàzioiie 
data  di  secondo  grado 

Ax  -f-  Cy -H  D        _         ByH-Gr-HE 
or  — «•+•  (y — j3)cose      y  — /3-H(a?  —  a)coss 

K— (Aa-|-Ci9H-D>  .r—  (B/3.4-Ca-+.E>  y—  (DaH-EjS) 


Quando  il  ponto  a,  jS  appartiene  al  centro  si  yerifica 

Aa-HC;/3-HDc=:o,  B^S-hG^-I- E=»  o 
d^onde 

BD~CE  AE  — CD 

*~  C*  — AB  '  ^"^  C*— AB 

e  perciò  fatto  per  brerità 

S»K---(DaK-HE/3) 
ovvero 

(  AE> -H  BD*  •- 2CDB  ) 


^■■*» 


C»— AB 

otterremo  le  frazioni  simmetriche 

Kx+Cy^D  By-HC-f-E 


X  —  a  ^  (y  —  j3)  cos  £        y  —  jS  4-  (a?  —  a)  cos  6      r* 

Sostituendo  infine  i  valori  di  D  ^  ed  £  in  funzione  di 

a,  e  ^,  e  ponendo 

_  S 

dedurremo  le  due  equazioni  aepante 

(  A  —  p)  (x— a) -♦- (C— p cos  s)  (y  — /3)  =  o 
(B  — P)  (y  — /3)-H(C  — pcos  e)  (x  —  «)  =x  o 
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L'eliminaiione  dei  fattori  x  —  oc ,  y  — *  /3  produrrà  Te- 

quazion  risaltante 

(A  —  p)  (B  —  p)  —  (C  —  p  C08  6  ) »  =  o 

ed  eseguendo  i  syiluppi,  si  trova 

p>8en»g— (A-4-B  — 2Ccose)p+AB  — C*=  o 

Senza  fermarci  a  dimostrare  la  realtà  delle  radici  di 
quest'equazione^  diremo  che  dalla  medesima  si  ricavano 
i  massimi  e  minimi  valori  reali  di  r*  sotto  le  dac  con- 
dizioni di 

AB  — C»>o,        od        AB  — C*<o. 
La  sostituzione  di  pj  porgerà  l'equazione 

dalla  quale  è  assai  facile  di  trovare  le  note  rdazioni 
che  passano  fra  gli  assi  principali,  ed  i  sistemi  di  assi 
obliqui  diametrali.  Nelle  applicazioni  del  calcolo  in(fini- 
tesimale  alla  geometria^  risolveremo  una  simile  questione 
per  gli  assi  principali  di  una  superficie  del  second' or- 
dine. 


«•• 


Sviluppo  ddl^  fun^ùmi  in  serie  per  meiJSQ  dei  Teoremi 
di  Mac-Laurin  e  Taylor  estesi  a  pia  variabili 

indipendefUi, 


m    m%\ 


96.®  Una  funzione  continua^  ed  esplicita  delle  t»- 
riabiii  Xj  yj  z^  ,  .  .  si  svilupperà  in  serie  convergente 
secondo  le  potenze  ascendenti  di  jt,  y^  z  •  .  .  ove  cia- 
scun termine  sia  una  funzione  intera,  ed  omogenea  delle 
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X,  y,  :s  .  .  .  se  alla  funzione  proposta  yfor,  y,  r  • . .)  si 
sostituisca  f(oLx  ^  «y ,  or  . . .  )  e  si  sviluppi  la  nuora 
funzione  per  le  potenze  di  «,  e  si  faccia  in  seguito  £e«si. 
Per  mezzo  di  quest'artificio  lo  sviluppo  delle  funzioni 
esplicite  di  più  yariabili  si  ridurrà  allo  sviluppo  delle 
funzioni  esplicite  di  una  sola  variabile.  Pongasi  adunque 

F(«)  ^fXdx  y  oy ,  or  . . .) 

si  avrà  per  il  Teorema  di  Mac-Laurin 

F(«)  =  F(o)  -H  -i  F(o)  +  J^  r(o)  -f-  ^  F'"(o)  + . . . 

Per  ottenere  una  derivata  qualunque  m^"">>  da  F(a) , 
basterà  richiamare  una  delle  formolo  generali  date  alla 
fine  del  parag.  79 ,  e  si  dedurrà  con  facilità  F  espres- 
sione simbolica 

F W (a)  =  I^, (oo?,  ay,  «  . ..  )  jc+/y  (oKc^oy,  ««  ...)y 

Nello  sviluppo  delle  potenze  si  devono  sostituire  altret- 
tanti  ordini  di  derivazione  per  le  caratteristiche  f^ , 
fy  ^f»'  •  w  cosi  per  esempio,  supponendo  due  le  va* 
riabili  indipendenti  e  nello  stesso  tempo  m  =:  2  ,  si  avrà 

^'(!^)  =  lfx((xpc,  «y)ar4./;(«jc,  «y)y3« 
ovvero 

r(«)  =/,''  (ax,  fty)  x^  +//  {ax,  ay)  y* 

+  2/rVy  (  a»  ^  «y  )  «y 

Facciasi  adesso  a  ss  o  nella  FH  (a)  ^  ricaveremo 
i(o)  =  [fx  (o,  o,  0  ...)x+//  (o,  0, 0  ...)y-h//  (o^  o,  o...)2-|-  ]*• 
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Con  questi  Talori  otterremo  dopo  la  sostitozione 

4.  ^^.  (o^  0^  0 ..)  «+/;  (o^  0^  o ..)  y+Z;  (o,  o,a.HJ 


%        • 


Infine  l'ipotesi  di  a  «  1,  darà 

fo,  o,  0..)  aH-/y'  (o^  Oj  o..)  y-f-/,'  (o>  o,  «-)»+■ 


H^*^* 


Ora  ò  eyidente  che  le  funzioni 
Afo,©,©...),  /;  (0^0,0...),  /;(o,a,o-.-) 

coincidono  con 

Djc«<>    D^»    D,u^ 


ri      •      • 


Facendo  dopo  la  derivazione  aje»  o,  y  «=  o  ^  r  «es- 
se dunque  si  chiami  Wo  ciò  che  diviene  la  funzione  « 
per  questa  sostituzione^  avremo  per  il  suo  sviluppo 
l'espressione  simbolica 

1 . 2 


— 1——  («  D, -t- y  Dy -f  a  D, -»-.")'«• 

1.2.3 


-h 


«       «        •        * 


2l5 
TaPè  cffettiTamente  il  Teorema  di  Hac-Laurìn  esteso  a 

più  variabili  indipendenti  :  la  serie  poi  delFespoDenziale 
0  base  iperbolica  ci  porge  per  la  funiione 

tt  =./[  Xj  yj  z  ...  ) 

la  nuova  espressione  simboUea  della  formola  di  Mae^ 
Lanrin  a  più  variabili 

97.^  Volendo  tener  conto  del  resto  della  serie  do- 
po il  temune  n«««»  j  ed  avremo  per   fi> o ,    e  <  1 

FW  (te)  «=[/',  (Saar,  Bay^  6uz...) 

H-fr  {Oaxj  9 ay,  Qolz  ..)  -h//  (Saar,  Say,  Qaz ..)  ^  y 

d^onde  per  a  &=»  1 

FW  (6)  =  [/,  (  Bt,  By,  Bz ..  )  4-//  (9x,  Sy,  ©js ..) 

+/;  (6^^  0y,  «*  •.)  3" 

Dividendo  il  primo  e  secondo  membro  per  1 .  2.  3 ...  n^ 

e  supposto 

P«)  (9) 


Tn 


1  .  2  .  3  ...  n 


sarà  qaesto  il  dimandato  resto.  Cosi  per  due  variabili  si 
troTa 

-»"  ^  C/.  (o,  0)  »  +/;  (0,  o)  y  !• 


■^  1.2.  3..»- 1  ^'  ^"' "^ * '*''^'  ^*^  "^  ''  ^' 


1.2.  3..n 
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Se  per  valori  infinitamente  grandi  della  n  conreif  a  3 
resto  versoio  zero^  alIoray(rr,  y)  si  sviluppa  in  serie 
convergente  ordinata  secondo  le  potenze  ascendenti  del- 
le Xi  y.  Per  formarci  un  idea  precisa  del  modo  di  usare 
di  queste  differenti  formolo  supponiamo  che  si  voglia  ar- 
restare la  serie  dopo  i  termini  che  contengono  le  fun* 
zioni  prime  derivate  ;  si  dovrà  prendere  n  ss  2 ,  e  per 
conseguenza 

/(^*  y)  =yìo,  o)  ^f:c  (o,  0)  X  4-//  {o,  o)  y 
-H  y  Lf.  {Ox,  Bit)  X  H-/;  {^x,  9y)  y  )* 

Pongasi 

«— yi^iy)-»    «o=/(0:,o) 

e  insieme 

V=f(9x,9y) 
d'onde 

D,  D,U  c=/%  {9x,  $y)  e» 

Eseguendo  la  derivazione  riguardo  a  d  si  trova 

DaU  c=  A  (0^.  Oy)  x^f; [Ox,  9y)  y 
D JU  =/",  (0ar,  9y)  x-  ^f\  (9x.  9y)  y* 

-^'^f'x,y[9x,9y)Ty 

Con  queste  differenti  sostituzioni  si  ricaverà . 

t*  =  «*o  H-  ^  Dx  tto  +  y  Dj^  Wo 

^  a:>DiU4-y«D»U+2j?yD,D.U 

1  ^ 

2  e» 
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ovvero 

u=  Ho *^xl>xUù  -l-y  Dy  tio-hy  DJU 

Operazioni  simili  si  presentano,  volendo  arrestare  la  se- 
rie a  derivate  di  ordine  superiore  al  primo. 

98.^  II  Teorema  di  Taylor  si  estenderà  a  più  va- 
riabili indipendenti  con  i  medesimi  artifici  osati  per 
quello  di  Mac-Laorin  :  rappresentati  infatti  per  A,  &,  7, ... 
gli  incrementi  delie  variabili  «r»  y,  z  ....  basterà  sosti- 
tuire alla  funzione 

/(x  +  A,  y-h*»  Z'+l,  ...) 

la 

J'{x  -H  «A  5  y  -i-  «A  »  z  -j-  ai  5  ...  ) 

e  considerare  questa  come  funzione  della  a,  e  porre  do- 
po lo  sviluppo  as=3  i  :  contuttociò  noi  ci  giungeremo 
partendo  dal  Teorema  stesso  di  Mac-Laurin.  Supposte 
per  brevità  due  le  variabili,  ed  A,  A  i  loro  incrementi^ 
si  sostituisca  nella  formola  di  Mac-Laurin  A,  A  invece 
di  Xj  y,  ed  il  simbolo  y*  in  f ,  avremo 

f(A,A)=:f(o,o)4-f&(o,o)A-|-f*(o,o)A 

1 
+  r-r-  [ f '/«  (o,  o)  A -(-  Vh  {ojO)kV^ 

Pongasi  ora 

f(*,A)«=/(;r-t.A,y-|-*) 

sarà  eTidentemente 

f{o, «) «yi;*, y) »    f A  {o. o)  =fx {x,y)i  .  .  . 

r*  (o,  o)  ==//  (x,  y) ,  .  .  .  . 
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d'onde  la  forinola  simbolica 

/{x  +  h,yi'k)  ^/(x,  y)  H-/",  («,  y)  h-^-f/  (r,  y)  k 

•f- 

Se  dunque  pongasi  generalmoite 
per  coi 

^=»/(*-*-*»  y-*-*»  «+ i -)—/{*, y) 

D;ju  —/',  («,  y,  «  .~) ,    D^  r=fy  («,  y,  « .-  ) 
D,tt  »=/'.  («,  yj  «  .  .  ) 
ticaTeroM  la  fòrmola  simb<diea 


•        «        • 


Ed  in  questa  consiste  il  Teorema  di  Taylor  a  più 
riabili  indipendenti:  la  serie  delFesponenziale  permette 
anche  di  rappresentarlo  più  brevemente  per 


àu 


^ /AD;c  4- ikDy  +  ©,+  ...._  A 


Nel  caso  particolare  di 

A&ssdx,    issdy,    Ze=sdi^.... 
la  serie  per  la  nnora  espressione  di 


21» 
si  trasformerà  in 

f(x  -h  dar,  y  +  dy  ,  z  -h  dz  ,  ...  )  — /(x^  y,  «  ...) 

i  1 

=  Ali  =  dii  4-  - — ;r  àHi  -h  — —  à^u  - 

1  •  ^  i.^tJ 


•  •  • 


Volendo  calcolare  il  resto  della  serie  dopo  i  termini  che 
contengono  le  deriyate  dellWdine  n  —  1  »  converrebbe 
dopo  questi  aggiungerci  la  quantità  simbolica    . 

-  =  1.2.V..ii(^"^'^^*^  ^"^*^  *"**^^  ^'^*'  *'*^**  V 

ove  secondo  il  consueto  0  >•  o  ,  e  ^  1 .  Se  per  va- 
lori particolari  a,  ò  delle  variabili  x»  y  si  verificasse 

Dxt«  =  o,  D^  =  o,  D*u==o,  D*u  =  o,  DxDyM=o 


fino  alle  derivate  delP  ordine  n  —  1  allora  deduciamo 
eyidentemente 

1  •  i5.  o«««  ti  \  ■  / 

Questa  formola  analoga  ad  una  che  già  abbiamo  dimo» 
strato  per  una  sola  variabile  alla  fine  del  parag.  49  può 
indicarci  fra  gli  altri  usi  un  criterio  per  riconoscere  se 
una  data  funrione  di  più  variabili  ammetta  un  massimo^ 
od  un  fmhfftio  per  i  valori  particolari  a ,  h  delle  indi- 
pendenti X ,  y ,  aggiungiamo  che  le  precedenti  formolo 
sussistono  qualunque  sia  il  numero  delle  medesime  va- 
riabili indipendenti. 
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Sullo  sviluppo  delle  funzioni  implicite  in  serie  eonvergenie^ 
ed  in  particolare  della  serie  di  Lagrange. 


99.®  Lo  syiluppo  di  una  yarialiile  y  coosideraU  co- 
me fanzione  della  x ,  quando  non  sia  data  che  la  sola 
relazione,  od  equazione 

si  ridurrà  alla  ricerca  di  una  radice  y  della  medesiou 
equazione,  e  che  venga  espressa  da  una  serie    conver- 
gente ordinata   secondo  le  potenze  ascendenti    della  x. 
Non  potendo  noi  trattenerci  nelle   delicate  discossioni , 
che  riguardano  la  convergenza  delle  serie,  le  quali  pro- 
vengano dallo  sviluppo  delle  funzioni  implicite,  ci  basterà 
notare  che  per  mezzo  dei  Teoremi   di   Hac-Laurin ,  e 
Taylor  potremo  in  generale  sviluppare  la  più  piccola  ra- 
dice y  in  serie  ordinata  secondo  le  potenze  ascendenti 
della  Xj  quale  dovrà  essere  compresa  fra  determinati  li- 
miti ,  onde  la  serie  riesca   convergente.    Fra  i  diversi 
metodi   immaginati  dai  geometri  per  costruire  Io  svi- 
luppo delle  funzioni  implicite  noi  faremo  uso  di  quello 
che  il  sig.  Gauchy  espone  nelf  adunanza  deiraccademia 
delle  scienze  del  26  ottobre  1840.  Secondo  questo  me- 
todo noi  verremo  a  determinare  in  generale  la  più  pic- 
cola radice  non  ripetuta  dell'equazione y*(x,  y)  ss o^  e 
•che  si  ridurrà  ad  un  valore  particolare  a  per  x  es  o, 
od  in  altri  termini  si  otterrà  il  valore  della  differenza 
y  <—  a  secondo  le  potenze  ascendenti  della  x^  ci  andie 
una  potenza  qualunque  intera  di  questa  differenza;  infine 
si  ricaverà  una  formola  data  da  Lagrange  con  altre  del 
medesimo  genere. 

100.®  Indicando  per  y  una  radice  dell'equazione 

y\y,  x)  =  0 


2  2  e 
corrispondente  ad  un  dato  valore  della  x  e  per  a  una 
radice  della  medesima  equazione  per  x  =  o,  avremo  an- 
che 

/(  a,  o  )  a  o 

Ciò  posto  prendendo  per  u  una  variabile  ausiliare  ,  le 
due  equazioni* 

/(u^ar)«o,  /(w,o)«=o 

ammetteranno  la  prima  una  radice  t<  =  y,  e  la  seconda 
una  radice  tf  =  a,  quindi  nellUpotesi  che  le  due  radici 
y,  a  non  sieno  ripetute,  e  che  la  prina  si  riduca  alla 
seconda  per  a^aczo,  potremo  dividere  le  due  ultime 
equazioni  per  le  differenze  u  —  y  ,  u  —  a  in  modo  da 
avere 

J\u,  a?)c==(u— y)  9  (u,  x) 


J{uj  o)  =  (tt— a)  <p  (u,  o) 

ove  9  (  ti,  o  )  non  potrà  divenir  nò  nulla  né  infinita  per 
u  t=rs  ocj  altrimenti  oc  non  sarebbe   radice  semplice  delf 
equazione,  nò  la  funzione  continua. 
Pongasi 

le  due  ultime  formole  diverranno 

y|a-h6,  a:)=:3(a_y-|-6)9(a-(-6^  x) 

y][a4-c,  o)  =  €9(a-h6,  o) 
e  dividendo  la-  prima  per  la  seconda 

/(a-*-g,o)^         6  ?(a-+-6,o) 

Preud^^do  i  logaritmi  Neperiani ,  ed  eseguendo  una 
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demazione  rìgnardo  ad  s,  avremo 

dalla  quale  si  deduce 


9  (a  4-  6,  o)  y|a  •+-  6, 0  )      oc  —y  4-  fi     £ 

Come  già  abbiamo  arvertito  non  potendo  /(  u,  o  )  di- 
yenir  per  ipotesi ,  né  nulla  nò  infinita  per  ti  =  oc ,  ne 
siegne  che  la  funzione  9  (  a  -h  s  ^  ^  )  non  direrrà ,  né 
infinitesima  ,  nò  infinita  per  valori  piccolissimi  ed  lofi* 
nitesimi  di  s  ed  j:r,  e  per  conseguenza  sotto  gì' indicati 
valori  la  funzione,  e  la  sua  derivata  logaritmica 

''9(a-i-£^o) 

saranno  sviluppabili  in  serie  ordinate  secondo  le  potenze 
ascendenti  della  £,  e  della  1;,  e  lo  stesso  si  dovrà  dire 
del  secondo  membro  delfultima  equazione  rappreseotaU 
dalla  riferita  derivata  logaritmica;  ma  per  essere  in  stato 
di  poter  eseguire  questo  sviluppo  converrà  primieramente 
trasformare  il  rapporto 

1 

«  —  y  -f-e 

in  serie  ordinata  secondo  le  potenze  ascendenti  delh 
differenza  y  — <  a,  purchò  delle  due  quantità  infinitesiofl 
y^^  ed  e,  reali  od  immaginarie  il  modulo  della  prima  con- 
servi un  valore  inferiore  al  modulo  di  s ,  qual  cosa  si 
potrà  sempre  ottenere  ed  avremo  sotto  quest'ipotesi 

1  i     _  y— a     (y  — a)a       (y—af 


0c  —  y  +  «      €        s*  «^  €* 
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Ora  per  quanto  d  stato  già  osserrato^  otteniamo  non  solo 

Iog-.-l !_'  c=K,x-t-K,«»-f.K3a;3-*- 


ma  ben  anche 

Jla-^e^  0) 
ore  per  il  Teorema  di  Mac-Lauria 

K(^)— D;iog:--5 — 1 

1.2. 3...  n  y(aH-€jO) 

con  la  condizione  di  fare  dopo  le  derirazioni   xtssto  ^ 
e  fra  i  coefficienti  K(„) ,  H(.)  sussiste  generalmente 

H{.)  =  D.  Ku) 
quindi  da  queste  sostituzioni 

9  (  a  -H  £,  o  ) 

_  (y— «)  _  (y  — g)'  _  (y~«)^ 

€»  f^  $4       


Onde  il  primo  membro  sia  svilappabile  in  serie  conver- 
gente ordinata  secondo  le  potenze  di  ^,  ed  s,  converrà 
che  i  coefficienti  Hi  ,  Ha  ,  H3 ,  , . . .  indipendenti  da  x 
si  sviluppino  in  serie  secondo  le  potenze  della  s  sia  pò- 
0Ìtiva  che  negativa  :  il  secondo  membro  della  penultima 
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equazione  noa  potendo  ocMitenere  potenze  iiegatÌT€  di  j?, 

ed  £,  ne  siegue  che  il  coefficiente  di   — nel  polinomio 

Hi  jc  ^-  Ha  a:*  -+-  H3  jc^  -+• uguaglierà  y  —  a,  e 

cosi  il  coefficiente  di   -^  sarà  eguale  nel  (  y  — ■  a)*,  ••• 

e  per  conseguenza  i  sviluppi  di  Hi ,  H^ ,  H3  .  .  •  noa 
potranno  essere  che  della  forma 

H,  =  —  -f-  — V  M"4-M'"e  + 

6'  £ 


£^  £»  £ 


P     F    r    p"    ^ 

£4  £^  £»  £ 


dalle  quali  ricaTiamo  assai  facilmente' 

y— ar=Mx-+-N'a?»-HP''x3-H 

(y_«)»=3Nx»-t-P'x5-4- 

(y  — «)3=:Px3^  _  _ 


Sarà  facile  cosa  di  conoscere  i  valori  dei  coefficienti 
M,  N%P",  N,P',  P....  ed  infatUdaUe  H»  ,H»,  H3- 
ricaviamo 

£*  Hi  =  M  -4-»  M  £  ■+»  •  .  .  • 

£3 H,  =  N -1- eN' -H  e» N"-*- . . . . 

£'•  H3  «=  p -»- «  r  H- e»  p" -t- é' r' -V- . . . 
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Esegroendo  nelle  dae  nltime  delle  successive  derirazioni 
I     riguardo  ad  e  troriamo 

D.(6'H,)  =  N'-H26r-+- 

D.  (  «4  H3  )  =.  r  4- 2s  P"  +  38»  P'" -^. . . . 

D'(e4  H3  )  =  2P"m-  2.  3  6  P"'h- 

quindi  fatto  da  per  tutto  e  =  o,  sarà 
M=É»H.,    N  =  65H,,    Pr=£4H3 
N'=D.(e3H3),    P'=D.(£4H3),    p-=-L  D^fjiHj) 


dunque 
y-a  =  «  (j.  H.)  +  ^  D,  {si  HJ-t-^  Dj  («4  H3)  + .. 

(j,_a).=  X»  (63  H^  +  f.'  D.  {84  H3)  +  :|^  D;  (£5  H4)  4-  - 

(y-«)3  =«3(£4  H3)-V-^  D.  (65  H4)  -t-. . . . 

1 


«• 


101.<>Se  per  maggior  semplicità  si  ponga 

1(  —  a  =  Ali  -+•  Aa  a?» -f.  A3  x5  -»-  ...  ^  A(„)  af  -^ .... 

è  evidente  che  un  coefficiente  qualunque  A(^]  sarà  espres- 
so dalla  formola 

^'•'=■..2.3!.-.''^' ""■■'■'> 

la  quale  in  forza  della  relazione  fra  Hg  ,  K(,)  si   ri- 

15 
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dorrà  ad 


OYe  dobbiamo  ricordarci  di  fare  e  =o  ^  x  =  o  dopo  le 
derivazioni.  Osservando  inoltre  che  il  primo  termine  Mo 

sviluppo  di  H(m)  ò  proporzionale  ad  -^^ ,  ed  il  prioio 

1  ' 

termine  di   K(„)  ad   — ,  avremo  in  generale 

A  A'         A"  A"' 


gn+x  ^  £#i^i  •«-» 


B  B'  B" 

K/  )  s=  —  -H 1 


•     • 


•     •     • 


e  siccome 

Hu)  =  D.  K(,) 

cosi  per  i  coefficienti  di  K(«}  sari 


H  '  n— 1  n— 2 

e  perciò 


A        A'  A" 

^  n      n — 1  n— '2 


D'onde  eseguendo  n  —  1  derivazioni  riguardo  ad  e  «  e 
ponendo  in  seguito  f  =>  o,  si  ricava 


quindi 


1 


l 
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o  ciò  che  iorna  lo  stesso  per  il  valore  di  K(«) 

TaPè  il  Talare  di  un  coefficiente  <pialanqae  di  una  po- 
tenza della  Xy  nello  srilappo  della  radice  y  deirequazione 

/(y,ap)  =  o 

Gli  rinvenuti  valori  delle  y  —  a ,  (  y—a  )»  (  y—a  )', ... 
sono  d'  accordo  ,  come  fa  osservare  il  sig.  Ganchy  con 
analoghe  formole  date  da  Laplace^  e  da  Paoli. 

102.  Supponiamo  per   una  qualche  applicazione  V 
equazione 

y  —  a  —  xci  (y)  =5»  0 

ó  (y)  una  funzione  la  quale  ritenga  un  valore  finito  per 
2^  es  a  :  se  consideriamo  la  più  piccola  radice  di  quest' 
equaziéne,  la  quale  si  annuUa  per  raumllamento  della 
differenza  y  —  a,  noi  avremo 

/(  a  -4-  £,  O  )  °  \  £  / 

ed  eseguendo  n  derÌTazioni  riguardo  ad  x,  otterremo 


quindi  per  x=»o 


Dllog-^*-*-^'"^ 


/!«-»-£ 


.0)  \         «  / 
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Coa  questo  valore^  il  coefficiente  A(„)  diverrà 

^'')=°i   9  \    „  0^(6 («-4- e))" 

Nel  secondo  membro  deve  farsi  e  =»  o  dopo  le  demat- 
zloni^  per  cui  A(„)  si  ridurrà  evidentemente  ad 

1.  Z.  O..  Il 

Di  qu  la  più  piccola  radice  della  proposta  equazione 
sarà 


TaVè  la  serie  trovata  da  Lagrange  per  calcolare  le  ra- 
dici deireqnazioni  si  algebriche^  che  trascendenti.  Indi- 
caqdo  con  2  un  simbolo  sonmiatorio  di  teraÙM  -  simili. 


e  per  2     quando  ve  ne  sia  un  numero  indefiniio»  h 

n-l 

formola  di  Lagrange  si  esprimerà  più  brevemente  per 
Sia  in  un  caso  particolare  l'equazione  trascendente 


y- 

•a?e:r. 

=  0 

noi  avremo 

a  = 

0 ,     ci  (y)  : 

=:e^ 

»     (ó 

(y)  )-  = 

e^J" 

d'onde  la  più 

piccola  radice 

y  r=a?«4-  2 

i  .2 

1.2.3 

H-45 

a:4 
1.  2.  3, 

4 
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Questa  serie  sarà  coayergente  qaanle  volte  la  x  sia  in- 
feriore al  numero  — . 

Una  dimostrazione  rigorosa  della  formola  di  Lagrange 
si  potrà  ancora  immediatamente  dedurre  dal  Teorema  di 
Mac-Laurin,  qualora  si  premettano  le  condizioni  della 
convergenza  della  serie:  ciò  che  noi  verremo  brevemente 
ad  indicare. 

Rappresentando  y  una  funzione  delle  m,  abbiamo  dalla 
iormola  di  MacF-Laurin. 

I  valori  delle  derivate  dovranno  nel  nostro  caso  desu- 
mersi dalla  successiva  derivazione  dell'equazione 

y  — a  — a:ó(y) 

e  si  avrà  evidentemente 

y'  —  cJ{!f)—x&'{y)y'=::o 

y"-  2  Q  (y)  y'  —  x  d)%)  y  »  -  x  &\y)  y'  =  o 

y"-3à>''(y)  y'--  3ó'(y)y -3W(y)  yV'-xó)'(y)  y'^=o 


Se  ora  facciamo  x=o  dedarremo  i  richiesti  valori  del- 
ia fanzione  e  delle  derivate 


y«>y'.>  yi>  n»  y!>% 


e  si  avri 

y.  =  «,    yi  =«(«),     yj t=  2«'(a)  ó (a) 

yi"=  3«''{a)  [«(«)]>  -H  6  [«'{«)  ]»  (3  (a) 
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le  quali  si  ridurraniio  ad 

e  facendone  la  sostitnzione  nella  forinola  di  Hao-Lanrìn, 
otterremo  quella  di  Lagrange  per  sviluppare  in  serie  k 
più  piccola  radice  della  proposta  equazione. 

lOS."*  Le  precedenti  ricerche  si  possono  geoeraliz- 
lare ,  quando  si  cerchi  una  funzione  qualunque  della 
medesima  radice,  da  svilupparsi  in  serie  convergente,  el 
ordinata  secondo  le  potenze  ascendenti  della  x. 

Sia 

z  =  F(y) 

una  funzione  continua  della  più  piccola  radice  y  dete^ 
minata  dalla  solita  equazione 

y  —  «  —  ^  a  (y) 

Cionsiderando  la  x  come  una  funzione  della  a: ,  avreiM 
dal  Teorema  di  Mac-Laurin 

^   X  x^  ,x^  ,v      a^ 

Le  nuove  funzioni    Zo ,   Vo  9    %'!,^    z'^  ^  .  .  .  ,  devco» 

dedursi  dalla  derivazione  della  Xy  rapporto  alle  x,  e  a 
troverà 

*=F'(y)j,',    «"=r<y)j,'»-i-r(y)y" 
«"'  =  ^(y)  y'5  -»-  3F"  (y)  y  y'  H-  F'(y)  y'" 
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Facendo   ora  ;r  =  o  ,    e   sostituendoci  i  ytìori   di 

V»  >  'yl  ».    Vi otterremo 

*,  =  F(«) ,       *;  «  F'(a)  à  («)  , 

z-  =  F»  [  a  (a)  ]»  H-  2F'(«)  «'(«)  «  (a) 


ovvero 

«.  :=  F(«) ,       «;  =  F'(«)  »  («) 

*;'  -*  D«.r(«)  C  à  («)  p ,     «;«=  DiF'(a)  [a  (ce)  3' 


«l'''=»D2*'-F'(a)  [»(«)!• 

e  per  consegnenza  per  l'indicata  fonzione  della  radice  y 
delia  supposta  eqoazione  si  ricava 

T{y)  «  F(«)  -h  r(a)  »(«)-?-  ^-  D^r(«)  e  d  («)  3»  ~ 

1  1   •  ^ 


K-ncù  i  &  («)  ]^  ^ 


3 


Qaesta  formola  è  state  ancora  date  da  Lagrange  nelle 
Afemorie  dell' Accademia  di  Berlino;  nel  caso  particolare 
di  6>  (y)  s=  1,  o  di  à  (oc)  =3 1  allora  la  precedente  for- 
inola si  ridorrà  ad 

C«-Hx)  =  F(«)  +  r(«)-^+F"(«)£l-t-F»^-|- 

la  quale  coincide  con  il  Teorema  di  Taylor. 

104.^  Per  mostrare  una  qualche  applicazione  delle 
diverse  formole  di  Lagrange,  consideriamo  V  equazione 


•••t* 
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{.o  sviluppo  di  questa  funzione  é  convergente  per  vd« 
lori  della  x  minori  delFunità.  Per  nna  maggior  esten* 
sione  di  queste  teorie  possono  consultarsi  le  Memorie 
di  Lagrange,  di  Laplace,  di  Paoli,  e  del  sig.  Cauchy, 
il  quale  per  Io  sviluppo  delle  funzioni  in  serie  conver- 
gente stabilisce  una  proposizione  della  quale  faremo  so- 
lamente r  enunciato  senza  entrar  in  discussione  alcuna 
della  medesima.  Una  funzione  reale,  od  immaginaria  di 
una,  o  più  variabili  reali ,  od  immaginarie  si  sviluppa 
in  serie  convergente  ordinata  secondo  le  potenze  ascen- 
denti di  queste  variabili  fintantoché  i  moduli  di  queste 
variabili  conservano  valori  inferiori  a  quelli  per  i  quali 
la  funzione,  o  le  sue  derivate  del  primo  ordine  cessano 
di  essere  finite,  e  continue.  Questo  teorema,  che  1'  au- 
tore ha  pubblicato  in  Torino  fino  dagli  anni  1831  ,  e 
1832,  e  che  poi  ha  riprodotto  negli  Esercizi  di  Analisi, 
e  di  Fisica  Matematica,  è  stato  recentemente  generaliz- 
zato ed  esteso  dal  sig.  Laurent.  In  un  rapporto  che  il 
sig.  Gauchy  fa  di  una  Memoria,  ove  trovasi  l'estensione 
di  questo  teorema,  dice  che  la  nuova  proposizione  tro- 
vata dal  sig.  Laurent  può  ridursi  a  quanto  siegue.  Se  x 
sia  una  variabile  reale,  od  immaginaria,  una  funzione 
reale,  od  immaginaria  della  x  potrà  essere  rappresentata 
per  la  somma  di  due  serie  convergenti  ordinate  Tuna  se- 
condo le  potenze  intere  ed  ascendenti ,  1'  altra  secondo 
le  potenze  e  le  discendenti  della  a?,  fintantoché  il  mo- 
dulo della  X  conserverà  un  valore  compreso  fra  due  li- 
miti fra  i  quali  la  funzione,  e  la  sua  derivata  non  cessi 
di  esser  finita  e  continua. 
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SuBa  decompoiixione  di  una  frazione  razionale 

in  frazioni  sempUci. 


1 05.^  Sieno  {{x) ,  ¥(x)  due  funzioni  intere  della  x, 
e  sia  n  il  grado  della  seconda  per  lo  meno  maggiore  di 
Un'unità  del  grado  della  prima;  se  con  queste  si  formi 
la  frazione  razionale 

e  si  supponga  ridotto  all'unità  il  coefficiente  di  jet"  nella 
funzione  intera  f(x)j  allora  chiamando  a» ,  ai ,  o^ ..  a^^ 
tutte  le  n  radici  disuguali  dell'  equazione  ¥{x)  c=s  o. , 
potrà  come  si  sa  dall'  analisi  algebrica ,  decomporsi  la 
frazione  razionale  in  un  numero  n  di  frazioni  semplici 
della  forma 

Ao  A|  Aj  ^Sr*' 


0?  —  a«  X  —  ai  X  —  a,  x  —  a„-i 

in  modo  da  essere 
'l^)  Ao  Ar  A,  A^i 


F(jr)         X  —  ao  X  —  ai        x  —  a^  ^  "—  <»«-i 

I  coefficienti  Ao  ,  Aj  ,  A,  . . .  A^i  sono  costanti  indi- 
pendenti dalla  x,  ed  il  Calcolo  infinitesimale  porge  un 
metodo  speditissimo  per  la  determinazione  dei  medesi- 
mi; ed  infatti  moltiplicando  il  secondo  membro  per  F(x), 
abbiamo 

fW  =  A.  JQfL  H- A. -1^  + ...+ V. -^!^ 

X  —  a^  X  — ai  a?  —  a^i 


Sostituendo  saccessiTamente  in  luogo  della  x  le  diverse 
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radici  0^ ,  a, ,  a^^ .  .  .  a^i  ciascuna  delle  frazioni 

F(x)  F(x)  F(x)  F(x) 


?  9  » 

X  —  ao  jc  —  III  j?  —  a^  X  —  ^,r"* 

si  presenta  sotto  la  forma  indeterminata  di  —  ,  delle 
quali  gli  effettivi  valori  sono 

F'(a.) ,    F'(a,) ,    F'(a^ , F'(a^.) 

quindi  per  la  determinazione  dei  coeflBcienti  A, ,  A,  , 
A,  .  .  .  A^i  sussisteranno  altrettante  equazioni 

f(a.)  =  AoF'(a.) ,       f(a.)  =  A,F(a,) ,  .  .  . 

f(a.)  -  A,r(a.)  .  .  .  %^,)  =  A^.  F'(a^.) 

e  per  conseguenza 

fta.)         .    _f(a.)             _f(a,)  _  f M 

==■?>:)'   ^^-F'(«.)'      '""fW  '^'^'-FM 

Questo  metodo  é  generale,  e  sussiste  nel  easo  ancora 
delle  radici  immaginarie,  purché  sieno  sempre  disugua- 
li, ed  è  di  una  facilissima  applicazione  ai  diversi  casi 
particolari.  Supposta  sempre  reale  la  funzione  F(j?),  ed 
a  +  jS  (/" —  1  una  radice  immaginaria  delf  equazione 
F(x)  =s  o  ,  lo  sarà  altresì  radice  della  medesima  equa- 
zione l'espression  coniugata  a  —  jS)/' — 1  ,  in  quest'ipo- 
tesi una  coppia  di  frazioni  semplici  avrà  per  numeratore 

fCgH-jSi/-— 1)     f(g— jSi/-— 1) 
F(aH-p|/— 1)'   r(a  — /3|/"— 1) 

e  per  denominatori  i  fattori  lineari  coniugati 
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Pongasi  adesso 

ff  « -1- i9|/"— 1  ) 


ed  insieme 


==A~Bl/^— 1 


le  due  frazioni  semplici  diverranno 

A  —  Bi/*—  1  A  H-  Bi/"—  1 


X  —  a  —  /5i/  —  1  '        X  —  a-i^^i/" — i 
quali  sommate,  e  ridotte  porgono  la  frazione 

2A  {x  —  a)-\-  2Bj3 

priva  di  quantità  immaginarie. 

106.^  Qneste  formolo  si  applicano  fra  le  altre  allo 
spezzamento  delle  frazioni 


pffS 


3f^ 


j:'*  —  1     '  x" 


m,  n  essendo  due  numeri  interi,  m<^  n,  ed  n  potendo 
essere  o  pari  od  impari.  Considerando  la  prima  frazio- 
ne, noi  avremo 

i{x)  =a  ay»  ,         V{x)  =  x^  —  ^ 

quindi  tutte  le  radici  disuguali  dell'equazione 

saranno  della  forma 

2kn         ^  2kn 

X  s^  cos  - — -  ±  V  —  1  scn =s  a  =t:  air  —  1 

n  n  * 
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Di  qai  per  una  qualunque  di  queste  radici 

=,7-7= =» =— (  cos  ^ — ' 1-1/^-1  sen  -^ i- 1 

e  perciò 

2kn       ^  2k'n 

a  :=  cos ,     p  ss  sen 


n  n 


A  =  — (  cos  — ^  J ,     B  = sen  — i^ J- 

n  \  ^       J  »  « 

dunque  per  ogni  coppia  di  radici  immaginarie  coniuga- 
te si  otterrà  la  frazione  razionale 


2A(mH-1)7r  2kmn 

2A(a?— a)  H- 2B/3     2)  n  n 


Oja  —  2x  cos -I-  1 


Ora  i  Talori  di  *  per  n  impatti  sono 

n—  1 
o  ,     \  j    2  ,    3  .  .  .  — ^ — 

e  per  conseguenza  sotto  questa  ipotesi 

2  (m-4-  1  )  2m7r 

or  cos cos 

J5"     .      2  1      1  n  n 


a:»—  1        n  )2(x-1)  ^  27r 

«*  —  2  x  cos  —  +  1 

n 

(»  —  1  )  (m  4- 1  )^           («  —  1)  m  TT 
a?  cos  ^ cos 

n  n 

4.. 

(n  — 1)7r       ^ 

a5*  —  2a?  cos ^-*  -H  1 

n 
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Quando  n  ó  pari^  i  valori  di  k^  sono 

n —  2        n 
o ,     1  ,     2 ,     3  .  .  .  )  — 

e  perciò 

2^m-f-1)r  2mrr 

a:  cos  — ■ C08 

ir~  2   ì       1  n  n 


f  j:*  •—  -6JC  cos  —  -+-  1 


n 


(»  —  2)  (m-4-  1);r  (?»~  2)m7r 

JPCOS— '—'COS  ,         ^^   ^, 

;;          (n  —  2  )  n       ]  *"   2(xH*1) 

0?»  —  2x  cos hi 


L'ultimo  termine  di  questa  frazione  convien  porlo  sotto 
l'ambigoità  del  segno^  poiché  per  m  impari 

cos  III  ;r  «Bs  —  1 
e  per  m  pari 

cos  m  TT  es  1 

Nello  stesso  modo  prendendo 

£(a?)  =  x« ,  F{x)  =5  ar»  ^*  1 

tutte  le  radici  immaginarie  disugoali  dell'equazione 

a*sm —  1 

0ono  comprese  nella  formola 

(2*-f-1);r^    .  ^       (2ft  +  1)7r 

X  5=  COS  -^ '  db  lA- 1  sen  — -^— — 

n  n 

Quando  n  é  impari,  allora  tutti  i  valori  che  può  rice- 
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\ere  k  saranno 

1  9     3,     5    9     ...    ^  —  2    y     it 

d'onde  in  questo  caso 

(m-(-  1)7r  «ITT 

xcos — -cos 

af*  2    ì  n  n 


x>  —  2 j?  cos  —  •+•  1 

n 


(n  — 2)(m-|-  1)7r            (n  —  2)7t 
X  cos ^ cos ,  ,  ^ 

^••••'^  I       I  (n-2)7r       ;  "*^2(^H-1) 

a;»  —  2x  cos h  1  v    ^^    / 

Nell'ipotesi  di  n  pari,  i  valori  che  potrà  riceyere  h  sono 
e  perciò  supposto  n  pari 

(m-+-  1  )  TT  «ITT 

a;  cos  ^ —  cos  — 

oc^  2    \  n  n 


ar»  —  2a?  cos  —  -4-  1 

n 


(n  — 1)(»i4-1)7r  (n  — 1)7r 

X  cos ^ cos 

n  n 

a?'  —  2d7  cos h  1 

n 

É  facile  poi  di  vedere  cosa  divengano  queste  differenti 
formolo  se  il  numero  fn<^n  divenga  eguale  ad  n  -^  1. 
107.^  Se  il  grado  n  della  funzione  intera  F(x)  ri- 
sulti dal  prodotto  dei  fattori  ripetuti 
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per  coi  sia 

F(x)  =  (  j;  —  a)~'(  X—  h  Y'(x--cy"  . . , 
ed 


III  -f-  flt    •+"  IH     *4-  .    .  .  =  fi 


allora  per  ciascun  fattore  ripetuto,  la  frazion  razionale 
ai  decomporrà  in  egual  numero  di  frazioni  che  avranno 
il  numeratore  costante,  e  per  denominatore  le  successive 
potenze  dei  medesimi  fattori  lineari  decrescenti  succes- 
sivamente di  un'unità,  vale  a  dire 

f{x)  Ao  Ai  A^^i 


x-— « 


»•  .         B,  .         .       B^--, 


[x  —  b  j**"         (x— -i)**' "»        "  x b 


(a;  —  c)*^"       (a? — c)^'' -«  X 


Alla  determinazione  dei  primi  coefficienti  Ao  ,  Bo,  Co*., 
si  giunge  in  un  modo  del  tutto  simile  al  precedente;  si 
moltiplichi  infatti  il  secondo  membro  per  F(t)  ,  è  evi- 
dente che  ciascuna  delle  frazioni 

F(.r)  F(j?)  F(x) 

si  pone  sotto  la  forma  indeterminata  di  — ,  e  per  ri- 
cavare i  veri  valori  dovremo  eseguire  m  derivazioni 
nella  prima>  m"  nella  seconda,  m"'  nella  terza ,  ...  e  si 
avrà 

FK)  (a)  ¥'^^')  (b)  F"'''^  (e) 

1.2.3..  m''       1.2.  3..m''       1.2.  3..m  '  ^  '  '     ' 

16 
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Ora  la  moltiplicazione  per  ¥(x)  nel  secondo  membro 
della  frazione  razionale,  e  la  sapposizione  snccessiTa  di 
j;s=:a,  X  s=sb  j  X  s=s  e  ^  ,  .  .  annullerà  tutti  i  ter- 
mini ad  eccezione  di  quei  che  hanno  per  coefficienti 
Ao  9  Bo  9  Co  9  ^  •  •  e  quindi  per  la  determinazione  dei 
medesimi  abbiamo  le  condizioni 


Ti"'")  (e) 
m 


^<*)=^'    1.2.3..-"^ 


dalle  quali 

1.  2.3-  m'f(a)  _  1 .  2.  3..  m"f(«  j 

^  "°      FK)  (a)      '       "  ~      t\«"J  (6) 

1.2.  3..m^^'ffc) 
Co  -       j.^^..^  j^^        » 

Per  gli  altri  coefficienti  A| ,  A,  .  .  .  A^^i  si  moltipli- 
chi il  primo  e  secondo  membro  della  frazion  razionale 
per  (  X  —  àjf^ ,  sarà 


ore  eseguendo  m' —  i  derirazioni  riguardo  alla  x,  ri- 
sulterà successivamente 

^^f(x)(x  — ah^^^  H-  2A^  {x—  a)  4-  3A3  (x  — a)« 
t(x) 

-1- • . -h  (m'—  1)  A„L,  (x—  a)"»'-* 
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_  j  fCx)  (a?  —  oV" 
'        Hx)         =='  ^^«  -»■  ^-  3A3  («-a)  +  . . . . 

H-  (m'  ~  1  )  (m'  —  2)  A^'.,  (a?  —  aV^-» 


•-i  ((x)  (r  —  a)»' 
'^'  F(a:) ^ •  ^-  ^  -  <«-  2)  (m'-  1)  A„;.,  ..... 

nelle  quali  ponendo  x  =  a  svaniranno  tutti  i  termini 
che  molt^licano  B^ ,  Bi .  .  .  G»  »  C,  .  •  .  .  e  rimarri 
soltanto  per  Ai ,  A^ .  .  .  A^'.^  la  formola 

^'*'         1.2.  3.. r      '         F(r) 

oTe  r  sia  fra  i  limiti  reao,  r  =  m'^  1 

Il  primo  coefficiente  Ao  si  esprime  anche  per  xssaa 
con 

f{j:)  («r  —  a  )'»' 


A< 


F{x) 


e  che  si  riduce  a  quello  di  già  trovato. 

Nello  stesso  modo  se  il  secondo  membro  della  fra- 
zione razionale  si  moltiplichi  successivamente  per 
(x  —  i)^''' ,  (x  —  c)^" ,  risulterà  dopo  la  derivazione,  e 
sostituzione  di  a?  =  A,  o  di  ar  ==  e ,  .  .  .  per  i  coeffi- 
cienti B|  y  Ba . . .  Gx  9  G2  l'espressione  generica 


1.2.  3,. .r  F(r) 

ed  insieme 

■     r,  ".  <         ^/f(j)(E-~c) 


w'" 
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nella  prima  r  compreso  fra  i  limiti  o,  ed  m  —  1  ,  e 

nella  seconda  fra  o,  ed  m'"  —  1 . 

1 08.°  La  forma  dei  coefficienti  Ao  j  Ai  •••  Bo  9  B^  .. 
Co ,  Ci  ...  non  che  il  secondo  membro  della  frazion  ra- 
zionale può  ricevere  alcune  trasformazioni  che  è  ben  di 
conoscere. 

Se  ciascuna  delle  funzioni 


♦  •  • 


rappresenti  il  prodotto  di  quei  fattori  della  V(x)  di  gradi 

potremo  porre  identicamente 
F(r)  « (x-a)-^  ff{x)  ^  {x^ìif  ^[t)  =  (x  -cK  X(^) ^ 


,* 


d^onde  per  un  coefficiente  qualunque  sarà 

*^^''"»='  1 .  2.  3..  r"  "'  x(^) 

ove  dopo  le  derìTazioni  sì  ponga  «=0,  0^^,  ar=e, . 
Facciamo  iaoltre 


24? 
i  ooeffickBti  direrrAttBo 

•=«'■'= irò'»-'""'' 


•     *    • 


Sostituondo  adesso  questi  coefficienti  nel  secondo  mem- 
bro della  frazioo  razionale»  otterremo 

f(a?)  9{a)  9'{a)  1  »» 

F(x)  "~  (x  —  a)«'  ■•"  («— a)^-»  "*"  1 . 2    (x— a>»-»  "*" 

1  *;-'-«)  (a) 


1 .  2.  3..  m' —  1      «  —  a 


*.(*)       .     *'.(*)       .      1         *."(*) 


(x  —  A)«"  ^  (iw4)«'-«  ^1,2   (x-b) 


_AW-» 


1  ^.e»'-»)  (ò) 


1 . 2.  3..  m  '— 1    «  —  4 


Ora  non  è  difficile  di  vedere  che  ciascun  sistema  di 
frazioni  semplici  relativa  ad  una  radice  a^non  é  altro 
che  la  derivata  dell'ordine  m'— *  1  riguardo  ad  una  va- 
riabile ausiliare  x  della  funzione 


*(z) 


e  divisa  in  fine  per  il  prodotto  1.  2.  3..  m~  t ,  e  so- 
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stìtaito  a  in  luogo  della  z,  cosicché  sia  identicamente 


F(x)        1.2. 3..m'— 1  x—z 


1  "-,  $,(x) 


1.  2.  3  ..  m"—  1  a? — z 


Questa  formola  ha  il  yantaggio  di  ridurre  la  decompo- 
sizione delie  frazioni  razionali  all'altimo  grado  di  sem- 
plicità. Che  se  di  più  sostituiscansi  i  valori 

«w  =^  ^  (^  -  «)"'  '   *•  w = f^  ^^  ■*  *>""  '  "•" 

e  facciasi  ancora 


risulterà  per  lo  spezzamento  dèlia  frazione 
•'^  '       1.2.  3..  m'—  1  X  — X 


^  P«"-.yi^)(2-iK 


1 .  2.  3..  m" —  1     *  a? 


ote  <topo  le  derivazioni  dei  successivi  termini  si  porrà 
z  s=7  a  )  z  6=  i,  ;..  Quando  alcune  delle  radici  a,  bj  e ... 
non  fossero  ripetute,  allora  m  t^tn  b=s  m' ...  &=:  1 ,  ed 
il  secondo  membro  diverrà 

X  9^  z  X  —  z 
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e  siccome 

•^^^^  ^  F{z)  *» 

cosi  otterremo  immediatamente  i  valori  dei  coefficienti 
di  già  trovati  nell^ipotesi  delle  radici  ineguali  della  equa- 
zione F{x)  t=s  0.  Per  riportare  un  qualche  esempio  sia 
la  frazione  razionale 

1 

{x—  1)>(a?-t-3) 
avremo  dalla  formola  generale 


(x—\)^(x^Z)       (a?-.«)(jj— l)«         '(a?— «)(«-+•  3) 

Nel  primo  termine  si  deve  porre  z  =i^-  3  ^  e  nel  se- 
condo z  s=>  1  dopo  la  derivazione,  ed  in  questa  ipotesi 
si  trova 

1  1 


lim 


(a:  — z)(z  — 1)»        16  (x4-3) 


^  ^  11 


(x-.z)(z-t-3)       A{x^\y       16(x  — 1) 


e  per  conseguenza 


(07— 1)«(x-H3)       I6(a?-h3)        4(a:  — 1)»        1€(a:  — ) 

1 09.''  La  formola  generale  alla  quale  siam  giunti  nel 
precedente  paragrafo  per  la  decomposizione  delle  frazioni 
razionali  in  frazioni  semplici  si  applica  con  gran  faci- 
lità al  caso  anche  delle  radici  eguali  reali;  quando  que- 
ste radici  ripetute  fossero  immaginarie,  le  riduzioni  fra 
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i  termini  simili  relativi  alle  radici  coniugate  non 
ducono  immediatamente  a  risultati  molto  semplici,  quin- 
di è  che  non  sarà  inutile  di  procedere  nel  modo  segaente. 
Pongasi  nelfipotesi  delle  radici  immaginarie  multiple,  e 
della  forma 

per  la  frazione 

t{x)  Aa?-f-B  ÀiT  +  Br 

F(^)  "^  [ (jc  —  a)* -+- iS^l'»       [(a:— a)>H-p»J«-« 

A«-i  X  -H  B„-, 


(x  —  a)»  H-  p» 


.pfr) 


(p  (o:)  sarà  una  nuova  frazione  razionale  della  quale  il 
denominatore  ritiene  un  valore  finito  per  la  sostituzione 
di  x  =»  a  =b  j3 1/" — 1 .  Moltiplicando  per  F(x),  e  ponendo 


si  avrà 

{{x)  =  (Ax  H-  B)  y(a:)  H-  {k,x  ^B.)  [  (j>-a)»  ^.  /3>3  ^(j) 

Sostituendo  adesso  a;  =  a  dr  jS  l/" — 1  non  solo  in  que- 
sta equazione,  ma  ben  anche  nelle  successive  derivate, 
ciascuna  delle  equazioni  così  ottenute  si  decomporrà  in 
due  altre,  con  le  quali  si  otterranno  i  valori  numerici 
di  tutti  i  coeflBcienti 

A)  n»  A|  ,  l>i ,    ....  A^«i  ,  B^-i 

Termineremo  di  parlare  della  decomposizione  delle  fra- 
zioni colf  osservare  che  questa  teoria  è  iqclusa  come 
caso  particolare  nello  sviluppo  di  una  funzione  della  a; 
£be  diviene  infinita  per  un  valor  particolare  xc=::a,  secoli^ 
do  le  potenze  ascendenti  della  diETerenza  x  —  a. 
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APfLIGAZlOlffi  DCL  GALGOLO  DIFfEEENCIALE 

ALLA  GfiOMETAIA    « 


INTRODUZIONE 

SuUa  posizione  dei  punti  Htuati  in  un  pianoy  o  nello 

spazio j  e  sul  limite  verso  U  quale  converge  V  arco 

Ma  corda  di  una  data  curva. 


110.^  Da  un  gran  tempo  i  geometri  hanno  imma- 
ginato di  fissare  la  posizione  dei  pnnti  situati  in  nn  pia- 
no^ o  nello  spazio  per  mezzo  di  dne,  o  di  tre  coordi-^ 
nate,  che  potranno  scegliersi  di  differenti  specie,  fra  le 
quali  noi  nomineremo  in  particolare  le  rettilinee,  e  lo 
polari.  Nel  caso  delle  coordinate  rettilinee,  se  gli  assi, 
ai  quali  si  riportano  sono  uniti  ad  angolo  rettò^  allora 
gli  assi  si  diranno  rettangolari,  od  ortogonali^  come  or^^ 
togonali  saranno  le  coordinate.  Se  si  tratta  di  punti  si-^ 
luati  in  un  piano  una  delle  coordinate  dicesi  ordinata  e 
Paltra,  ascissa,  come  asse  delle  ordinate^  ed  asse  delle 
ascisse  si  chiamano  le  rette  alle  quali  si  riportano.  11 
punto  d^intersczione  degli  assi  per  qualunque  sistema 
di  punti  situati  in  un  pìano^  o  nello  spazio  dicesi  ori- 
gine delle  coordinate.  Una  relazione  generica 

/(x,y)r=:o,        o       f{x,y)t=tC 

fra  l'ordinata  yj  e  Fascissa  a:,  la  quale  provenieodo  da 
una  proprietà  caratteristica  della  curva  piana  sussiste 
per  tutti  i  punti  della  medesima ,  dicesi  Equazione 
della  curva  o  della  linea.  Prendendo  Fascissa  x  per  va- 
riabile indipendente ,  V  ordinata  y  sarà   funzione  delF 
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ascissa  X  ^  cosicehò   supponendo  Tequazione  risoluta  si 

farà 

Le  curve,  o  le  linee  poi  si  distinguono  in  differenti  or< 
dini,  che  si  desumono  dal  grado  della  funzione  intera, 
o  deir equazione  della  quale  sono  espresse.  Le  curve  di 
questo  genere  si  dicono  algebriche.  Un'equazione  fra  x,y 
espressa  da  quantità  trascendenti  porge  il  nome  di  Ira- 
scendenti  alle  curve  alle  quali  si  riferisce  :  in  quest'ipo- 
tesi indeGnito  sarebbe  l'ordine  della  curva,  come  inde- 
finito é  il  grado  dell'equazione  :  le  coordinate  polari  dei 
punti  situati  in  un  piano  si  riducono  ad  una  distanza 
variabile  del  punto  mobile  da  un  punto  fisso,  e  ad  nn 
angolo  variabile  che  questa  distanza  forma  con  una  retta 
data  di  posizione  che  passa  per  il  punto  fisso.  La  di- 
stanza variabile  dicesi  ro^yiò  vettore^  come  polo  si  chia- 
merà il  punto  fisso.  Spesse  volte  si  rende  assai  utile 
l'avere  l'equazione  di  curva  piana  a  coordinate  polari, 
ove  si  considera  il  raggio  vettore  funzione  dell'  angolo 
preso  come  variabile  indipendente* 

Quando  i  punti  sono  situati  nello  spurio,  allora  la 
coesistenza  di  due  equazioni 

p(a?^  z)«o  ,'       d(y,  «)t=o 

fra  le  coordinate  rettilinee  Xj  y,  z  delle  quali  una  qua- 
lunque X  sia  presa  per  variabile  indipendente  rappresen- 
terà necessariamente  il  corso  di  una  linea  nello  spazio, 
che  suol  anche  chiamarsi  Curva  a  doppia  curvatura:  una 
sola  equazione 

esprime  una  superficie  curva,  nella  quale  per  ciascun 
valore  di  una  delle  coordinate  porge  una  linea  parallela 
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al  piano  delle  altre  due.  Infine  le  due  equazioni  simul- 
tanee 

fo  («, y,  «  )*=^o  ,    fi  ( 0?,  y,  « )  =  o 

rappresenteranno  una  linea  a  doppia  curvatura  prove- 
niente dairintersezione  di  due  superficie  curve  ;  elimi-' 
nando  successivamente  le  tre  coordinate  x,  y,  Zy  otter- 
remo tre  equazioni 

le  quali  appartengono  alle  projezioni  della  linea  propo- 
sta nei  piani  yz  ^  xz  ^  xy  j  una  qualunque  delle  tre  é 
una  conseguenza  delle  altre  due  ,  e  perciò  una  lìnea 
nello  spazio  viene  completamente  determinata  per  mez- 
zo delle  curve  di  projezioue  nei  tre  piani  coordinati.  Le 
coordinate  polari  dei  punti  nello  spazio  si  riducano  ad 
un  raggio  vettore,  e  a  due  angoli  compresi  fra  dati  li- 
miti. 

111.^  Veniama  ora  a  dimostrare  unHmportante  pro- 
prietà delle  curve,  che  si  verifica  per  tutte  quelle  estcn- 
zioni  di  archij  ove  non  venga  alterata  la  legge  di  con- 
tinuità. 

In  un'arco  di  curva  inGnìtamente  piccolo  immagi- 
niamo due  punti,  che  sieno  inegualmente  distanti  dai 
punti  estremi  del  medesimo  arco^  e  si  conducano  per  i 
quattro  punti  tre  corde  consecutive  ;  prolungando  fino 
al  loro  incontro  le  due  estreme,  Tarco  s  intercetto  fra 
ì  due  punti  medi  è  maggiore  della  corrispcmdente  cor- 
da e,  e  minore  della  somma  delle  due  rette  spezzate 
comprese  fra  i  punti  medi  fino  al  loro  incontro  deter- 
minato dal  prolungamento  delle  corde  estreme.  Ciò  po- 
sto sarà  facile  il  provare  che  convergendo  verso  lo  zero 
le  due  quantità  e  ed  5  si  avrà 

lim  — =1 
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Ed  infatti  &e  in  tutta  resténlione  delFàrco  infinitamente 
piccolo  si  mantiene  la  legge  di  continnità  senza  dar  luo- 
go ad  alcun  punto  singolare^  allora  le  corde  che  vanno 
da  un  punto  ad  un'altro  comprenderanno  angoli  che  in* 
finitamente  poco  difleriranno  da  due  angoli  retti  :  chia- 
mando adunque  t  l'angolo  estemo  infinitamente  piccolo 
delle  due  rette  a,  ò  avremo  dal  triangolo  (a^ò^c  )  per 
un  noto  teorema  di  trigonometria 

c>  ss  a^  +  i'  -h  2  abc  cos  6 
e  sostituendoci 

cos£  =  1  —  2s€n*|s 

si  dedurrà 

e*  e=  (a  -i-  A)*  —  4  a*  sen»  ^  s 

d'onde 

e"                       4flA  . 

=  1  — -r-  sen»  I È 


(a -He)»  (a -*-*)> 

Per  conoscere   verso  qual  valóre  converga  il  secondo 
membro  basterà  avvertire  che 

Aab  /a  —  A\  * 


(«-t-4)' 


-(r^) 


è  una  quantità  minore  dell'unità,  e  perciò  il  coefficiente 
di  sen'  |s  non  può  divenir  infinito  j  quindi  per  £  =  o 


lim*— -  =1 
a-4-A 


e  siccome  l'arco  5  <C  a  «4*  &  9  così  a  più  forte  ragione 


lim  —  =3 1 

s 


253 
come  ci  eraVamo  proposto  di  dimostrare.  Nelle  aji^pli- 
cazioni  die  faremo  del  Calcolo  infinitesimale  alla  geo- 
metria uno  dei  mezzi  di  abbreriare  i  calcoli  nelF  uso 
delle  coordinate  o  rettangolari,  od  oblique  sarà,  come 
osserva  il  sig.  Cauchy,  quello  di  risolvere  le  questioni 
per  mezzo  di  formolo  ciascuna  delle  quali  esprima  l'è* 
guaglianza  di  più  frazioni,  cbe  sieno  funzioni  simili,  o 
funzioni  simmetriche  delle  coordinate. 


iM4 


APPLICAZIONI  ALLA  GEOMETRIA 
A  DUE  DIMEPISIOIfl. 


-••• 


StUttncUnazione  di  una  Curva  piana  in  un  fmUo  dato. 

Espressione  del  differenziale  deltareo.  Equazione 

delle  rette  tangente  e  normale  a  questa  cttrta* 


«•«■ 


1 

1i2.<»  Una  delle  primarie  ricerche  del  Calcolo  dif- 
ferenziale alla  geometria  è  di  conoscere  le  inclinazioni 
che  le  curve  presentano  nei  respettivi  loro  punti  rap- 
porto ad  una  data  retta  cognita  di  posizione  :  questa  in^ 
clinazione  si  determina  per  mezzo  dì  certe  funzioni  tri- 
gonometriche degli  angoli  che  le  rette  tangenti  alle  cur- 
ve formano  con  gli  assi  delle  coordinate.  TaFé  la  que- 
stione che  andiamo  presentemente  a  risolvere  in  tutta 
la  sua  generalità  nelle  curve  piane.  Premetteremo  che 
una  retta  t^gente  ad  una  curva  in  un  punto  dato  è  il 
limite  verso  il  quale  converge  una  secante  condotta  per 
questo  punto  ,  quando  si  faccia  ruotare  in  modo  che  i 
due  punti  d'intersezione  si  riducano  ad  un  solo. 

Sieno  pertanto  x^  y  le  coordinate  rettilinee  di  un 
punto  qualunque  di  una  curva  data  rappresentata 
dalla  equazione 
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Se  Ar,  Ay  sono  incremeoti  infinitosimi  delle  dae  coor- 
dinate, e  dal  punto  (x,  y)  sì  passi  al  punto  (a;-hAir,y«4-Ay) 
é  evidente  che  immaginando  una  corda  la  quale  passi 
per  questi  due  punti  della  curra,  e  chiamando  B  V  an- 
golo che  la  medesima  viene  a  formare  con  Tasse  delk 
ascisse,  ed  A^  Tanfolo  delle  coordinate,  sarà 

sen  $  ày 


sen  (  A  —  0  )        àa: 

V  angolo  9  si  prenderà  con  il  segno  ^ ,  o  con  il  se- 
gno — ,  secondo  che  il  movimento  della  corda,  o  se- 
cante, e  diretto,  o  retrogrado.  Supponiamo  adesso  che 
gli  indicati  due  punti  della  curva  per  i  quali  passa  la 
corda^  o  secante  vadano  continuamente  ad  avvicinarsi, 
allora  la  corda  verrà  sensibilmente  a  confondersi  con  la 
curva  nel  punto  (x,  y);  ed  in  altri  termini  verrà  a  pren> 
dere  la  direzione  di  una  retta ,  la  quale  avrà  un  sol 
punto  (x,  t^)  commune  con  la  curva,  e  che  si  chiamerà 
tangente:  questa  condizione  verificandosi  nel  continuo 
decremento  di  Ar,  Ay  ne  verrà  che  posto  simultanea- 
mente Ar=o,  A^=so,  il  loro  rapporto  convergerà 
verso  un  limite  positivo,  o  negativo,  e  differente  da  zero  : 
questo  limite  coinciderà  con  il  rapporto  dei  differenziali 
dx^  dy,  e  per  conseguenza  chiamando  cp  il  limite  positivo, 
o  negativo  verso  il  quale  converge  Tangolo  6^  si  avrà 

=  ri:  lim  -r-  =  =t:  ^r- 


sen  (  A  —  9  )  Ax  Ax 

l'angolo  9  é  ciò  che  dicesi  IncUnaxione  della  curva  al 
punto  (x,  y)  rapporto  all'asse  della  x.  Il  segno  <+•  avrà 
luogo  se  la  y  cresce  con  la  Xj  ed  il  segno  —  nel  caso 
opposto.  La  precedente  espressione  somministra  il  rap- 
porto dei  seni  degli  angoli  che  una  retta  tangente  alla 
curva  nel  punto  (xj  y)  forma  con  gli  assi  delle  coordinate: 


23S 
inoltre  avendosi  dall'equazione  della  cnnra 

€!o8ì  potremo  anche  scrivere 

senf>  dy        , 

sen  (  A  —  9  )       àx      ^ 

Il  secondo  membro  sarà  positivo  o  negativo,  secondo 
che  la  y  cresce  con  la  ar,  o  viceversa.  Da  questa  ulti- 
ma  formola  si  potrà  dedurre  F  espressione  di  una  fon- 
zione  trigonometrica  delFinclinazione  o  per  mezzo  degli 
elementi  della  curva.  Neiripotesi  degli  assi  ortogonali  si 

ha  per   A  =  — 

tangy=-=y 

cioè  in  una  curva  piana  riferita  a  coordinate  ortogona- 
li y  la  tangente  trigonometrica  delF  angolo  che  la  retta 
toccante  la  curva  nel  punto  (x,  y)  forma  con  Tasse  delle 
ascisse  ò  sempre  eguale  alla  funzione  prima  derivata 
dcU^ordinata  y. 

1 1 3.®  Si  sviluppi  ora  il  seno  della  differenza  A— 9, 
e  si  divida  il  primo  e  secondo  membro  per  cos  9 ,  ri- 
caveremo con  facilità 

du  sen  A 

tang  0  e» ' 

dx  -f-  dy  cos  A 

ovvero 

y'sen  A 


Ung9  =  - 


y'cosA 


Questa  formola  somministra  egualmente  la  tangente  tri- 
gonometrica dUnclinazione  della  curva  al  punto  (x ,  y) 
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rapporto  alfasse  delle  ascisse^  e  si  ridace  al  valore  della 

funzione  prima  derivata  per  A  ca  — .  Sostituendo  nelh 

precedente  equazione  il  rapporto  del  seno  al  coseno,  e 
separandoli  fra  di  loro  per  mezzo  di  frazioni  simmetridiej 
avremo 

sen  9  cos  9 

dy  sen  A        dr  -f-  dy  cos  A 

nelle  quali  il  valor  comune  vien  dato  dalla  teoria  delie 
proporzioni  per  mezzo  deireguaglianza 

sen  f  cos  9  j/"sen*9  -f-  cos^ 

dy  sen  A       dx  -h  dy  cos  A  j/dy^sen^A'-h  (do^-l-dy  co*l 

d'onde 

dv  sen  A 


8en9  e=  rr: 


j/drM-  dy^  -f.  2dj?  dy  cos  A 


d  r  -f-  dy  cos  A 
cos  9  =  d=  — - 


l/^dx»  H-  dy*  -t-  2dr  dy  cos  A 


ove  introducendovi  la  funzione  derivata  y'  risalterà  an- 
cora 

y'sen  A 


sen  9  B=s  d= 


l/"1  4-  y'*  •+•  2y  cos  A 


1  -4-  y'  cos  A 

cos  9  =  db  ^ 


|/*1  4-  y'^  4-  2y'  cos  A 


Nell'ipotesi  delle  coordinate  ortogonali  si  ha   semplice* 
mente 

dy  djj 

sen  O  ass  ZÌZ  ■■    .      cos  O  S3S  ± 
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I  ovvero 

I 

I  Da  qaeste  diverse  forinole  si  ottiene  sempre  rinclinazio* 
ne  9  di  una  cnrra  piana  rapporto  ali'  asse  della  x  per 
mezzo  delle  differenti  funzioni  trigonometriche. 

114.^  La  proprietà  che  abbiamo  dimostrato  per 
una  cnrra  qualanqne  sni  limite  del  rapporto  della  corda 
airarco,  fa  scoprire  una  relazione  rimarcabile^  che  esi- 
ste fra  i  differenziali  dx,  dy,  ed  il  differenziale  del  cor- 
rispondente arco  ;  ed  infatti  chiamando  i  l' arco  della 
cnrya  compreso  fra  un  punto  fisso,  ed  il  punto  (xj  y), 
rappresenteremo  per  A<  l'arco  corrispondente  ai  punti 
(or,  y),  (x  *h  Aop,  y  -4-  Ay)  quindi  se  e  sia  la  corda  dell' 
arco  £iM^  avremo  dal  triangolo  di  Iati,  A^,  Ay,  e  le  pro- 
porzioni 

Ay  Ar  e 

sen  9      sen(A —  0)      sen  A 
Ora  dalla  prima  proporzione  si  ricava 

AysenA        Ar-f-AycosA 

sen  Q  cos  0 

e  perciò 

Ay  sen  A        A  v  -f-  Ay  cos  A 

sen  d  cos  $ 

Inoltre 


==c 


Ay  sen  A        Aj?  -f-  Ay  cos  A        ,  ^         a  .     «  a    a        a 

—2^ — - —  =s  —        ^^ crr  i/^Ar«-|-Ay*-t-2ArAycosA 

sen  5  cos  9  v        ^  j 

dunque  per  il  valor  della  corda  otterremo 

e  =>  ^Ax»  -h  Ay>  -t«  2Ax  Ay  cos  A. 

Questa  espressione  si  polca  anche  dedurre  da  nn  noto 

17 


2SS 

teorema  di  trigonometria.  Per  trovare  Tequazioiii  ai  lì- 
miti si  osservi  che  ia  generale  1'  arco  s  è  funzione  di 
una  delle  dae  coordinate,  cosicché  prendendo 

*  =  F(a:) 
si  ha 

A^      is 

Dividendo  adunque  Tarco  A^  per  la  corda  e,  e  passan- 
do ai  limiti  si  ottiene 


A5  As 

lim  —  as  1  £s  lim 

0 


-'K<*0"-4^' 


COSAr 

ma 

lim—  —  —         lim  — =r-  — =    * 
Aj;       dx  ''  Ax       dx 

dunque 

às  s=  l/àr*  -4-  dy*  -f-  2dr  ày  cos  A 
ovvero 

is  «=  4r/*1  -»-  y'*  -»-  2y'cos  A 

Nel  caso  delle  coordinate  ortogonali,  i  precedenti  yalorì 
si  ridurranno  a 

d«  =  (/"da?» H- dy>  ^        is=^ixl/'i  -hy'» 

£  facile  ora  ottenere  i  valori  di  sen  9 ,  cos  9  d^inclina- 
zione  della  curva  espressi  per  i  differenziali  ix,  dy,  dr, 
e  per  le  formolo  stabilite  neirantecedeate  parag.  avremo 

dy  sen  A  dx  «4-  dy  cos  A 

sen  ©  =3  d::        ,         ,      cos  o  =  et  ■■■  ■■    ■    ■■ 

as  QM 
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quali  imo  comprete  nelle  consuete  proporzioni 

seny  cosy  i 

dy  sen  A        dr  •+-  dy  cqs  A  df 

Per  gli  assi  ortogonali  abbiamo 

dy  .    ix 

senoesrh-r-t      eoso^sdz  -r- 

is  ^  ds 

ad  ambedue  jono  comprese  nelle  propor^oni 

sen  9      cos  9  1 

dy  da:  As 

Tali  sono  le  formolo  più  interessanti  per  rappresentare 
r  ìnplinas ione  di  una  curva  piana  rapporto  ad  un  dato 
asse  in  qualunque  sistema  di  coordinate  rettilinee. 

1 1 5.^  La  retta  tangente  ayendo  la  proprietà  di  pas- 
sare per  il  punto  unico  (^9  y)  della  curva  sarà  facile 
formare  la  sua  equazione.  Chiamiamo  Y,  X  le  coordi- 
nate di  un  punto  qualunque  della  medesima  retta  si  avrà 

y  — a?  Y  — 


sen  (A  —  f)        sen  9 

Sostituendo  il  rapporto  dei  differenziali  dr,  dy  al  rap- 
porto dei  seni,  sarà  per  l'equazione  della  tangente  alla 
curva  nel  punto  (x,  y) 

X~.r  _  Y-^y 
dx  dy 

Queste  formolo  sussistono  qualunque  sia  rincllnazione  A 
4egli  assi  coordinati. 
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Una  retta  dicesi  normale  ad  una  cttrva  nel  panto- 
(^»  y))  quando  é  perpendicolare  alla  retta  tangente  nel 
medesimo  panto«  Ciò  posto  siano  Xi ,  Yi  le  coordinate 
di  un  punto  qualunque  di  questa  retta  perpendicolare , 
e  rappresenti  o)  Tangolo  che  la  medesima  contiene  con 
Tasse  delle  ascisse,  avremo  primieramente 

Xi  —  X  Yj  —  y 


<  ■  1 1 


Xi  —  a?  -+•  (Vi  —  y)  cos  A 


e  per  Tinclinazione  9  fu  trovato 

Ay  sen  À 
tang9  = 


dx*-HdycosÀ 
dunque 

(Y,  •—  y)  sen  A  _      dr-4*d»  cos  A 

X,—  a:  ^  (Y»  —  y)  cos  A  ~  dyseuA 

ove  facendo  la  separazione  delle  variabili  X^— j?,  Yg— jfj 
avremo  in  fine 

Y,  —  y  (X,  —  a?> 


sen  (A  — -  ù>)  sen  &> 

Se  vogliano  che  questa  retta  sia  perpendicolare  alla  tan- 
gente^  converrà  che  le  due  inclinazioni  9,  ed  a>  verifi- 
chino la  condizione 

1  -h  tang  9  tang  o)  =  o 

Ma  dallo  sviluppo  di  sen  (A  —  (ù)  dedurremo  con  gran 

facilità 

(Y,— y)senA 
tanga>=s 


ex  ^  Ay  cos  A  dy  4-  do?  cos  A 
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I      Tale  sari  Tequaiione  della  retta  normale  alla  curva  nel 
^      punto  {tj  y).  Introducendovi  la  funzione  derivata  y\  di- 
»      verrà 

1  -h  y  cos  A  y'-H  cos  A 

Togliendo  poi  i  denominatori^  ed  ordinando  rappoMo  ad 
Xi  9  Yt  e  chiamando  r  la  distanza  deirorigine  al  punto 
(ar,  y)  j  ossia  facendo 

r^  e=  ;r>  4- y^  4- 2 jry  cos  A 
avremo 


! 


F 


Xi(  dar  4-  dy  cos  A  )  -t-  Y,(  dy  -+-  dxcos  A  )  =a  rdr 
ovvero 
(  X,  -H  Y,  cos  A  )  Ar-H  (  Y,  4-  Xi  cos  A  )  dy  tt=rdr 

Per  la  supposizione  di  A  <=>  -r-  si  riducono  ad 

Y|  — y      X,  —  «  1  . 

,    ed    Y,  —  y  t=ss ^  (Xi  —  x) 


■■  i«i  [. 


—  di?  dy  y 

ed  insieme 

X,  da:  -H  Y,  dy*=  rdt 

Da  queste  formolo  si  vede,  che  T  Equazione  della  nor- 
male cangia  di  forma  nel  passare  da  un  sistema  obliquo 
ad  un  sistema  rettangolare  di  coordinate.  Infine  per  Tin- 
clinazione  a>  della  medesima  normale  alleasse  delle  ascis» 
se,  abbiamo 

(  dar  +  dy  cos  A  ) 

tangfi)  = 

dy  sen  A 

Che  se  si  sostituisca  alla  tangente  trigonometrica  il  rap^ 
porto  del  seno,  al   coseno,  e  si  faccia  la  separazione 
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delle  yariabili  dedarreno 

I 

sen  Gè  cos  q  1 


—(dar  -t-  dy  cos  A)        dy  sen  A  |/dj;*-Hly'+2dxdycasj 


ovvero 

Ax  •(-  dy  cos  A  dy  sen  A 

sen  »  s=  =p: ' ,    cos  Q  css  db  '^— 

d^  OS 


Quando  gli  assi  sono  ortogonali^  si  avrà 

ix  dv 

sen  6>  =  =5=  T—  ,     cos  6)  j=  d=  -;i 

d«  4< 

Ognun  vede  che  fra  gli  angoli  ^,  &>  snssbte  la  relazione 

n 

116^*"  Oltre  l'ottenuta  espressione  del  differenziale 
As  delFarco^  se  ne  può  dedurre  qualcun'altra^  che  po- 
trà essere  utile  a  conoscersi.  Biprese  le  proporzioni 

dy  sen  A         do:  -f-  dy  cos  A 


sen  f  cos  f 

si  moltiplichi,  e  si  divida  la  prima  per  sen^  ^  e  la  se- 
conda per  cos  9  ^  e  divìdendo  poi  la  somma  dei  due  nu- 
meratori per  la  somma  dei  due  denominatori,  la  nuon 
frazione  rappresenterà  anche  il  valor  comune  delle  me' 
desime,  ed  in  conseguenza 

Ay  sen  A       do:  -f-  dy  cos  A      _ 

s=s ^ s»aysenAseiicKHurco8d9-f-dycosAcos; 

sen  9  cos  9  "^  t        ^ 

d'onde 

ésoB»  do?  cos  f  4-  dy  cos  (A  —  9) 
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Nel  caso  degli  assi  ortogonali  si  ridace  a 

d«  e=2  da;  cos  9  •+*  dy  sen  9 

Sulle  precedenti  formple  faremo  nn'osservazione  non  prì- 
ya  dMmportanza.  Se  ai  differenziali  dx,  dy  si  sostitui- 
scano Lx  )  Ay,  ed  all'angolo  9  ^  T  inclinazione  0  della 
corda  e  con  Tasse  della  x^  allora  in  luogo  di  di  dovrà 

sostituirsi  e,  per  cui  fra  le  altre  avremo 

• 

e  e=  ZLr  cos  0  -H  Ay  cos  (A  ^^  6) 

Questa  formola  si  realizza  non  solo  con  quanto  si  è  detto 
sul  principio  del  paragrafo  114;  ma  ben  anche  dalFo^ 
servare  che  i  lati  àx  ^  Ay  producono  sul  terzo  lato  e 
due  projezioni  ortogonali 

Aj?  cos  Q  ,        Ay  cos  (A  —  6) 

la  somma  delle  quali  d  compresa  nelP  intera  lunghezza 
del  Iato  r. 

11 7.''  Prima  di  venire  a  particolari  applicazioni  delle 
precedenti  teorie  fermiamoci  alquanto  a  vedere  le  mo* 
dificazioni,  che  prenderanno  alcune  delle  formole  stabi- 
lite, quando  l'equazione  della  curva  sia  rappresentata  da 
una  funzione  implicita  delle  due  coordinate.  Se  por  bre- 
vità pongasi 

e  e  sia  una  costante  qualunque,  supporremo  che  Teqaa* 
zione  sia  data  da 


c>,     o    /(jp,y)  =  c 

ed  avremo  dalla  differenziazione 

Djrif       dy 

DxW  da?  -4-  D^t*  dy  =  o ,    ed    y  =  —  -=r —  =— 

DyW       djc 
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.dalla  quale 

dx         Ay 

Dyfi  ~  •  D,tt 

ove  applicando  il  consueto  principio  delle  frazioni  sim- 
metriche  sarà 

ix  iy  l/'àx*  -<-  dy*  -^-  2òx  iy  co«  A 

D/T  "^  ^^  ™  ~  K(l>x«)'  H-  (Dytt)"  —  2DxW  Dytt  C06  A 

e  ponendo  per  breTità 

R  =:  (D^ti)*  -i-  (D/-<)«  — 2DxU  DyU  cos  A)^ 
sì  troverà 

,  .  di  Hju        _  Af  DaU 

da:  =:  dr  — --^-  ,     dy  =sziz 

Con  questi  valori,  Tespressioni  di  sen  f  ,  cos  p  ottennli 
alla  fine  del  parag.  114  si  trasformeranno  in 

Dx-ti  sen  A  .   Dju  —  DxM  cos  A 

sen  y  BBsr  q:i ,     cos  ^  =:  db  -^ 1»~~" 

R  R 

e  r  equazione   della   tangente  ottenuta  al  principio  del 
parag.  115  diverrà 

(X  —re) DxUH-  (Y  —  y)  D^  =  o 

Cioè  dairequazione  differenziale  della  cur%a  si  passa  alP 
equazione  della  retta  tangente  col  sostituire  ai  differen- 
ziali do; ,  dy  le  differenze  X  — -  a;  ,  Y  — -  y  :  ciò  avrà 
luogo  in  qualunque  sistema  di  coordinate  rettilinee.  Se 
i  medesimi  valori  di  dj?,  dy  si  sostituiscano  nei  secondi 
membri  di  sen  &)  ^  cos  q  del  parag.  1 1 5  otterremo  per 
rinclinazione  o)  della  retta  normale  rapporto  alfasse  delle 
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aseisse 

Hju  —  Dxtt  co»  A  ^^  D;rii  sen  A 

sen  6)  ss  rh  -^ ^    cos  c^  &=*  = 

e  per  l'equazione  della  medesima 

Y|  —  y  X,  —  X 


hyU  -^  DxU  còs  A       DxU  —  DyU  cos.  A 

nella  quale  superando  le  derivate  HxUy  D^ti  avremo 

(Y,— y  -f-  (X|— or)  cosA)  D^ii—  (X,— a>h(Yi— y)  cosA)D,i«=o 


Cioò  dall'equazione  diflerenziale  della  curva  si  passa  ali* 
equazione  della  normale  col  sostituire  ai  differenziali 
da;,  dy  le  differenze 

Y,— y  H-  (Xi—  x)  cos  A,    —  L  X,— X  4-  (Y^— y)  cosA  ] 

Quando  gli  assi  fossero  ortogonali  la  R  diviene 

B«^(D,u)»-t-(D,t.)>)* 

I  differenziali  dx ,  dy  rimangono  della  medesima  forma, 
ma  per  sen  ^  ,  cos  9  ,  si  ha 

sen  9  =  =p  —  DxU  j       cos  9  «=  d=  —  D^m 
come  per  sen  g)  ,  cos  ^ 

sen  6)  «3  =i=  ^  DyM  ,        cos  6)  =  =  ^  D*m 

Infine  per  la  retta  norfnale  deduciamo 

(Y,  — y)  DxU  ~  (X,  — ar)  D,i«  »o 
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Quindi  nel  caso  degli  assi  ortogonali  dair equazione  dif- 
ferenziale delia  curva  si  passa  alF  equazione  della  nor- 
male col  sostituire  ai  diOTerenziali  àx^  dy  le  differenze 

Yi  —  y ,    —  {X,  —  a:) 

Nell'equazione  u  =  e ,  la  funzione  u  sia  omogenea  del 
grado  m  ,  si  avrà 

xDxU  -+-  yUyU  s=a  mu 

d'onde  Tottenuta  equazione  della  tangente  si  trasforme- 
rà in 

X  DxU  -h  Y  DyU  ^=8  me 

Rappresentino  adesso  «,  t?,  v  « . . .  altrettante  funzioni 
omogenee  a  due  yariabili  Xj  y  la  prima  del  grado  m, 
la  seconda  del  grado  m  *-«  1  ,  e  la  terza  di  m  —  2, .... 
e  supponiamo,  che  l'equazione  della  curva  sia  general- 
mente 

tt  -H  t>  -h  w  H- ....  =  e 

è  evidente  che  l'equazione  della  tangente  sarà 
(DxU+BxtH-Dxtv  -f....)  (X— ar)-H(Dyii-+-DytH-DyW-4-...)(Y— y): 

ma  per  il  teorema  delle  funzioni  omogenee  ciascuna 
delle  u,  Vy  w  ....  verifica  le  condizioni 

xcDxU  -H  yD^u  e=s  mu  ^    xHxV  H-  yD^v  =s  (m  —  1  )  v 
arDxW  H-  yDytv  =  (m  —  2)  w  ,  .  .  . 

dunque  infine  l'equazione  della  tangente  si  ridurrà  sem- 
plicemente ad 

X(Dxi«-HDxt>-t-DxW^-....)-+-Y(DyM.f-Dyt?  -t-  D^%v-f-...) 
s=s  me  -^  f^  -«»  2iv  —*  .  .  .  .  . 


267 
La  qaale  sassiste  in  qaalonqae  sistema  di  coordinale 
rettilinee. 

118.^  Yeniamo  ora  ad  alcane  applicazioni  e  consi- 
deriamo nna  linea  del  second'ordioe  racchiosa  nell'equa- 
zione generale 

Ax^  -f-  B^*  -+.  2Cxy  H-  2A'x  -h  2B'y  =K 

DiOTerenziando  sarà 

(Aa?  -+-Cy  -+-  A')  ir  H-(By  +  Gx  -t-  B')  dy  =  o 

e  quindi   . 

Ao:  H-  Cy  -+*  A' 

*  "^  ~  By  •^-  Cr  -H  B' 

Se  si  chiami  s  l'angolo  degli  assi^  dalla  seconda  formola 
del  parag.  113  abbiamo 

{kx  -H  Cy  -+-  A')  sen  s 
tang  o  =5=  '^^  '  f     '  '  * 

^  By-HCa?-+-b—  (  A  « -t- Cy  •+•  A)  cos  « 

Sostitaendo  nel  primo  membro  il  rapporto  del  seno  al 
coseno,  e  facendo  la  separazione  delle  linee  trigonome- 
triche,  sarà 

sen  f)  cos  f 


(Ax  -h  Cy  -H  A')  sen  6      (Aa:-^-Cy-+-A')cos6— (By^^  Cx+B') 
Pongasi  ora  per  brevità 

A  r=  A»  H-  C*  —  2AC  cos  £ ,    B  =  B>  +  C*— 2BC  cos  e 
G  s  AG-f-  BG  —  (  G'-f- AB  )  cos  $ 
A' »  AA'-f.  GB' •- (  ADh- A'G)cos  e 
B'  :=  AG  +  BB'  —  (  AD  H-  B G  )  cos  e 
K  «:  A'«4«B'«  — 2Al»'cos  e 
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si  otterrà  per  il  valore  coamne 

scn  f  C08  9 


(AaH*Gy-HA')  sen  s       (Ajcr-f-Cy--HA')co8€  — -  (By  -f-  GoH-B') 


1 


Infine  ponendo 

Ksene 


h  = 


(iL.r»  -+-  By>  H-  2ca:y  h-  2A'a?  4-  2b  y  -+-  k)* 


si  dedurrà 


A  (Ai: -h  Cy -f- A*) 
sen  f  =3 


AC(Aar-hCy-HAO  cos  e  —  (By  4- Cr  ■+.  B)] 

K  sen  s 

Tali  sono  le  differenti  funzioni  trìgonometricke  delF  in- 
clinazione 9  che  in  un  determinato  punto  una  linea  di 
secondo  ordine  fa  rapporto  air  asse  delle  ascisse.  Per 
Tequazione  poi  della  retta  tangente,  avremo  dall'equa- 
zione differenziale  della  curva 

(Ax  4-Cy  +  A')  {X—x)+  (By h- Ca? 4- BT)  (Y—y)^o 

ove  eseguendo  le  indicate  moltiplicazioni ,  e  ridoziooi  si 
trova 

la  quale  ci  dice ,  che  per  passare  d^ir  equazione  delle 
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lioee  dd  second'ordine  all'Eqaazioiie  delle  loro  tangtnHy 
basterà  sostitaire  ai  quadrati  or^,  y^  i  rettangoli  Xa?,  Yy 
al  prodotto  xy  la  semisomina  dei  prodotti  \y  +  Yo?,  ed 
alle  op ,  y  le  semiroiDme  di  X  +  ^  ^  Y  -H  y*  Ciò  avrà 
Inogo  qualunque  sia  rinclinazione  degli  assi.  Non  é  dif- 
ficile a  vedersi,  come  mostreremo  in  appresso,  che  la 
quantità  A  rappresenta  la  perpendicolare  abbassata  dall' 
orìgine  delle  coordinate  sopra  la  direzione  della  tan- 
gente. Se  nell'equazione  della  tangente  si  supponga  noto 
il  punto  (X,  Y)  ed  incognito  il  punto  (jp,  y)  della  cunra, 
allora  la  questione  si  riduce  a  condurre  da  un  punto 
dato  (X,  Y)  fuori  di  una  linea  di  secondo  ordine  una 
retta  tangente  alla  medesima  curva.  In  quest'ipotesi  com- 
binando per  via  di  sottrazione  l'equazione  della  curva, 
e  della  tangente,  e  fatto  per  semplicità 

X        ,  Y 

0.-.-  =  ?,        y-y  =  ^ 

AX»  H-  BY^  ^  2CXY  H-  2A'X  -+■  2BrY 
K.  = ^ 

troveremo  per  le  nuove  coordinate  ^,  in  l'equazione 

la  quale  appartiene  egualmente  ad  una  linea  di  secondo 
ordine ,  e  determinerà  i  punti  di  contatto  della  prima 
con  la  sua  intersezione. 

119.''  L^equazione  della  tangente  ordinata  rapporto 
ad  X,  Y  o  ad  x,  y  porge  sempre  una  funzione  lineare 
delle  X,  Y,  o  delle  ar,  y^  e  sì  avrà  nel  primo  caso 

(AaH-Cy-hA')  Xh-  (By  +  C«  -»-  B')Y=K  —  {hlx  4-  ITy) 

e  nel  secondo 

(AX-KT^-A')  «-t-(BY-^CX-t-B')y  c=  K  -  (A'X  +  B"!?) 
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Quante  Tolte  Tenga  dato  il  solo  pvnto  (x^  y)  neUà  cofra, 
non  si  potrà  in  generale  condurre,  che  niia  soh  tangente, 
ma  all'opposto  dato  il  punto  estemo  (X,  Y)  si  potranno 
condurre  più  tangenti  alla  medesima  curva.  Immaginiamo 
adunque  due  punti  in  una  linea  di  secondo  ordine  con- 
giunti per  mezzo  di  una  corda  ;  se  da  questi  pnnti  si 
conducano  le  loro  respettive  tangenti,  s'intersecberanno 
in  un  punto  (X,  Y)>  e  fra  le  coordinate  X,  Y,  ed  x,  y 
sussisterà  la  riferita  equazione  nella  quale  considerando 
Tariabili  a:,  y  potrà  anche  servire  a  rappresentare  la  ret- 
ta^ che  unisce  i  due  punii  di  contatto^  Supponiamo  che 
TequazioDe  di  questa  corda  sia  della  forma 

allora  per  determinare  il  punto  d'incontro  (X,  Y)  delle 
due  rette  tangenti  si  avrà 

a  AX-t-CY-f-A'        /3  BY^CX-Hlf 


7       K~(A'Xh-B'Y)    '    y       K  — (A'X-f-B:!) 

le  quali  risolute  rapporto  ad  X,  Y  saranno  le  coordi- 

a     3 
nate  del  punto  d' incontro.  Sapposto  poi  che  fra  le  — ,  — 

7     1 

sussista  una  qualche  relazione 


(y'  7/ 


È 

7 

allora  dopo  di  aver   sostituito  i  valori   di  —  ^  —  ot- 

7       7, 
terremo  fra  X,  Y  un'  equazione  la  quale  appartiene  al 

luogo  geometrico  del  vertice  X,  Y,  e  dipendente  dalla 

condizione  a  cui  deve  per  ipotesi   soddisfare  la   corda 

che  unisce  i  due  punti  di  contatto.  Questo  risultato  si 

può  enunciare  nel  modo  seguente.  «  Se  la  retta  che  uni" 

sce  i  due  punti  di  contatto  in  una  linea    del  secondo 
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ordine  si  muova  in  modo  cjbe^  i  coeflSoienti  della  sua 
equazione  soddisfino  ad  una  data  condizione  ,  il  punto 
d"*  incontro  delle  rette  tangenti  percorre  una  linea  del 
grado  stesso  di  questa  condizione.  »  Così  sarà  facile  il 
provare  che  se  la  linea  de'  contatti  di  due  tangenti  ad 
una  curva  di  secondo  ordine  si  muove  in  modo  da  pas^^ 
sare  costantemente  per  un  punto  fisso^  il  punto  d'incon- 
tro delle  due  tangenti  percorrerà  una  retta.  Con  egual 
facilità  proveremo  ancora  che  se  la  linea  de'contatti  si 
muova  tangenzialmente  ad  una  linea  di  secondo  ordine^ 
il  punto  d' incontro  delle  due  tangenti  percorrerà  una 
curva  parimenti  del  secondo  ordine.  La  linea  de"*  con* 
tatti  dicesi  retta  polare  della  curva  del  secondo  ordine 
relativa  al  polo  (X,  Y  )  ;  la  considerazione  dei  po/t,  e 
delle  rette  polari  si  adopra  utilmente  per  scuoprire  un 
gran  numero  di  proprietà  delle  linee  del  secondo  ordine. 
1 20.<»  Per  r  equazione  poi  della  normale  avremo 
dalle  formole  del  parag.  1 1 5 

(X,-+-Y,cos6)  (By+-Cr-HB')— (Y,-+-X,co8£)  (Ax-f-Cy-fA') 

s=  (C  —A  cos  s)  x»-+-  (B  cose — C)  y'-h  (B  —  A)  j:;y 

-h  (B'  — A'cose)  ar-H  (Bcos  s  —  A^y 

la  quale  ordinata  rapporto  ad  Xi ,  Yj  darà 

((By  4-(irH-  B)  cose  —  (A:c -H  Cy -f-  A)  )  Y, 
-h  ((By  -t-  Cj:  +  B)  —  ( Ax  4- Cy  H-  A')  cos£)  X, 
s=  (C  —  A  coss)  x^  -+.  (B  cos  £  —  C)  y>  -f-  (B— A)a^ 
-h  (B'—  A'eos  s  )  «  -h  (B'cos  g  —  AO  y 

Se  in  quest^equazione  si  considerino  variabili  le  ^^  jr, 
e  costanti  le  Xj ,  Yi ,  allora  rappresenterà  una  nuova 
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linea  del  secondo  ordine  della  forma' 

Lx» -h  My» -j- 2Pjcy -h  2Qa: -h  2Ry  «s  S 

I  nuovi  coefficienti  sono 

L«a:C— Aco8€  ,  M=Bcose— G  ,  2P=B— A=— -^— 

C08£ 

2Q  =  B  —  A'cos  €  -h  (A  —  C  cos  £  )  Y,  -f-  (A  —  C)  X^ 
2R  — rcoa  I  —  A'+ (C  —  Bc«  €  )Yj -♦-(€  — B)  X, 
S  «  (A  ~  B'cos  O  Yf  4-  (B'  —  A  co8 1  )  X, 

Eliminando  infine  fra  le  due  equazioni  del  second'ordì- 
ne  a  due  variabili  Xy  y  una  qualunque  di  esse  si  giun- 
gerà ad  un'equazione  risultante  di  quarto  grado.  Di  qui 
ne  segue  che  se  questa  equazione  a  coefficienti  reali  avrà 
le  sue  quattro  radici  reali,  e  disuguali^  o  due  reali  ri- 
petute ed  anche  due  radici  reali ,  e  due  immaginarie 
conjngate  j  il  numero  delle  normali ,  che  da  un  ponto 
dato  (Xi ,  Y|)  si  possono  condurre  ad  una  linea  di  se- 
condo ordine^  sarà  quattro  «  o  si  ridurrà  o  a  tre,  o  a 
due:  noi  esamineremo  in  particolare  queste  differenti 
circostanze  nella  parabola^  neirellissi^  e  ncirìpcrbola,  e 
vedremo  che  nella  parabola  l'equazione  risultante  si  ri- 
durrà al  terzo  grado,  e  perciò  potrà  essere  anche  unica 
la  normale  che  da  un  punto  dato  si  voglia  condurre  ad 
un^ qualche  puDto  della  curva.  Avvertiremo,  che  la  rela- 
zione trovata  fra  i  coefficienti  P,  M,  L  non  può  aver 
luogo  nel  caso  degli  assi  ortogonali.  Cosi  supponendo  le 
coordinate  rettangolari  e  nello  stesso  G^  ss  AB  come  ac- 
cade nella  parabola,  la  uno  va  linea  del  second' ordine 
rappresenterà  una  iperbola,  come  si  scorgerà  dalla  con- 
dizione che  verificheranno  i  nuovi  coefficienti  L^M,  P. 
Dall'ultime  formolo  poi  del  medesimo  paragrafo  115  si 
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ottengono  i  valori  di  sene»,  cosg)  per  i^inclinarione  ci> 
della  normale  rapporto  all'^asse  delle  ascisse,  ma  questi 
yalori  saranno  evidentemente 

sen  6)  =  C08  9 ,        cos  6)  =»  •«  sen  f 

dai  quali  già  i  secondi  membri  son  cogniti  per  quanto 
è  stato  trovato  nelle  linee  del  secondo  ordine.  Per  ana- 
lizzare più  semplicemente  le  proprietà  delle  linee  del 
secondo  ordine  provenienti  dalla  considerazione  della  tan- 
gente,  e  della  normale^  sceglieremo  particolarmente  la 
parabola,  l''el1issi^  e  Tìperbola. 

121.®  Una  parabola  riferita  ad  assi  obliqui  e  dia- 
metrali ha  per  equazione 

y^=px 

d'^onde  per  la  diflTerenziazione 

2ydy=pda:,  ì^=£ 

Di  qui  la  consueta  formola  del  parag.  113  per  Tincli- 
nazione  9  della  curva  rapporto  airasse  deirascissa  sarà 

p  sen  A 

tang  9  = 


2y  +  p  cos  A 
dalla  quale 

sen  9  cos  9 


p  sen  A       2y  +  p  cos  A       l/'p*  -+-  4y*  H-  4py  cos  A 

e  quindi 

p  sen  A 

sen  9  =3-- ' 4 

^  j/pa  ^  4y»  ^  4py  cos    A 

2y  +  p  cos  A 

cos  ©  =3 ' 

^  ^/'p»^  4ya  -^  4py  cOS  A 

18 
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Queste  forinole  si  renderanno  più  semplici  qtmdo  s' 
troduca  una  trasformazione  di  ordinata,  e  di  jMirametro. 
Chiamiamo  infatti  m  il  parametro  calcolato  sopra  la  di- 
rezione dell'asse  che  passa  per  il  vertice  della  parabola, 
e  sia  Y  la  perpendicolare  abbassata  dal  punto  {x^  y)  so- 
pra quest'asse,  si  avrà  con  facilità 


p  s=  •  ,    Y  s3  1/  sen  A  -h  ---  sen  A  cos  A 

^       sen^A  ^  2 

d'onde 

m                        m                               2T 
tang  ®  =  —;,  sen  ©= -~^  cos  9  =  — -- 

Queste  espressioni  si  possono  dedurre  dalla  considera- 
zione diretta  degli  assi  ortogonali^  poiché  in  tal  caso , 
l'equazione      ^ 

porge 

m 
tangf=.y  =- 

ed  osservando  che  il  raggio  vettore  r  condotto  dal  faoco 
al  punto  (x,  y),  è 

1 
4 

avremo  ancora 

L'equazione  della  tangente  sarà 

2y(Y~y)«p(X-.^ 


27S 


ovrero 


Y,-,(^') 


la  qaale  sussiste  in  qualunque  sistema  di  assi  diametra- 
li; dalla  medesima  deduciamo  che  Tordinata  alP  origine 

VJÙ  fi 

è  —  =3  —  »  e  perciò  la  retta  che  dalPorigine  delle  coor- 
2y         2 

dinate  si  conduce  nella  direzione  dclPasse  delle  y  fino  al- 
l'incontro della  tangente  è  eguale  alla  metà  delf  ordinata 
del  punto  di  contatto  ;  di  qui  se  ne  ricava  un  metodo 
semplicissimo  per  condurre  una  tangente  ad  un  punto 
qualunque  della  parahola;  infine  ritenendo 

X       ^  Y 

a:  —  ~-=^§  y—  —  =  >3 

2  2 

e  combinando  per  via  di  sottrazione  T  equazione  della 
curva,  e  della  tangente,  si  otterrà 

Pi      Y«~pX 

'  2  4 

la  quale  appartiene  ad  una  nuova  parabola,  ed  i  punti 
d^  incontro  di  questa  con  la  proposta  determineranno  i 
punti  di  contatto;  l'equazione  dell'asse  parallelo  all'asse 
della  parabola  data  ha  per  equazione 

Y 

)2  =  o  ,        ovvero        y  =  — 

se  dunque  sieno  cognite  le  coordinate  X,  Y  di  un  punto 
fuori  della  parabola,  la  precedente  equazione  fra  le  ^,  )?, 
risolve  il  seguente  problema  :  «  Da  un  punto  dato  con- 
durre una  tangente  ad  una  parabola  :  atta  questione 
ci  si  può  soddisfare  per  più  soluiioni.  L'equazione  alla 
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normale  nel  sistema  degli  assi  ortogonali  sari 

Qaesta  retta  incontra  Passe  delle  y  ad  una  distanza  dalP 

py  -4-"  2ry 
origine  egnale  a )    e  Passe  della  x  ad  una 

distanza  eguale  ad  ^  -f-  — .  La  medesima  equazione  si 
potrà  rappresentare  per 


la  quale  appartiene  ad  una  iperbola  fra  gli  assintoti , 
quante  volte  si  considerino  variabili  le  rr,  y.  Gli  assin- 
toti sono  Passe  delie  y,  ed  una  retta  di  equazione 

x  s=s  X|  —  — ;  ciò  é  d'  accordo  con  quanto  si  osservò 

nelPequazione  generale  della  retta  normale  alle  linee  del 
secondo  ordine. 

Per  conoscere  ora  il  numero  delle  normali  che  da 
un  punto  fuori  della  parabola  possono  condursi  ai  dif- 
ferenti punti  della  medesima,  riprendiamo  le  due  equa- 
zioni, alla  curva  ed  alla  normale,  cioè 

T—V^      ya?  =  (Xj  —  y  )  y-H  -|-  Y, 

e  moltiplicandole  fra  di  loro,  e  dividendo  per  or,  si  ot- 
terrà Pequazione  di  terzo  grado 

e  perciò  il  numero  delle  normali  può  essere  tre,  dne^ 
od  uno,  secondo  che  le  radici  di  questa  equazione  sono 
tolte  tre  reali,  o  due  reali  ripetute,  od  una  soltanto; 
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Tuttociò  si  Ycrificherà,  eome  si  conosce  dall^  equazioni 
di  terzo  grado,  se  l'espressione 

27pY?~16(X.  ^|-p 

sarà  negativa,  nulla,  o  positiva  ,  dunque  il  luogo  geo- 
metrico dei  punti  per  i  quali  si  possono  condurre  due 
normali,  avrà  per  equazione 

la  quale  appartiene  ad  una  curva  del  terz' ordine,  e  che 
suol  chiamarsi  parabola  cubica:  noi  vedremo  che  questa 
curva  è  precisamente  Tevolnta  della  parabola;  è  facile 
poi  accertarsi  che  le  rette  tangenti  alla  parabola  cubica 
sono  normali  alla  parabola  di  secondWdine.  Per  un  mag^^- 
gior  sviluppo  si  consulti  un  articolo  del  sig.  professore 
Gerono  (*). 

i  22.''  In  un'  ellissi  coU'origine  al  centro  e  riferita 
ad  assi  diametrali,  si  ha 


a:àx 


a' 


4»   X 

Ritenendo  che  A  sia  l'angolo  degli  assi,  avremo  per  l'in- 
clinazione f 

—  b^x  sen  A 

tango  =s  ; 

a^y  —  b*x  cos  A 


{*)  Nouvelles  Annales  de  Math^matiqoea  par  M.  M«  Terqaem 
et  Geroao,  Àvrll  i843. 


278 

e  quindi 

seii  f  cos  9  1 

b^x  sen  A        -(a*y  —  b^x  cos  A)      (/"a^  y*-H  i4  x*-  2a*  A*xy  0J^ 

e  ponendo 

sen  A 


n 


—  •4-?-! 2  —  V-cosA 


SI  ricaverà 


hx  {a»y  —  i»j?  C08  A)  k 

sen  G)  =  —  ,     cos  o  == : 

a*  ^  a*  A^^sen  A 

Qui  pure  h  rappresenta  la  perpendicolare  abbassata  dal 
centro  sulla  direzione  della  tangente.  Nell^ipotesi  degli  assi 
ortogonali  si  ha  semplicemente 


tang  9  = 

0» 

X 

y 

sen<p: 

ir 

cos  9  -^ 

ed 

h  = 

1 

Vi 

y* 
•+- — 

44 

L'equazione  della  tangente  a  riduzioni  eseguite  diyiene 

\x       Yy 

a»         A» 

ed  é  evidente  che  a  questa  si  giungerà  col  sostituire  i 
rettangoli  Xx ,  Yy  ,  ai  quadrati  x^  ,  y^  nell'  equazione 
della  curva.  Questa  retta  incontra  Tasse  delle  y,  e  d«d- 

le  X  a  distanze  espresse  per    — ,    ed  — .  Combinando 

y  X 
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poi  reqnarioni  della  corra  e  della  tangente,  e  latto  per 
brevità 

X  Y 


a  i/X»      Y*        ^       6  |/X>       Y» 


risulterà 


la  quale  appartiene  ad  una  nuova  ellissi  di  semiassi  a» 
e  /3,  ed  è  atta  a  risolvere  il  seguente  problema  :  «  da 
un  punto  dato  (X,  Y)  fuori  dell'ellissi  condurre  una  tan- 
gente. L'equazione  della  retta  normale  nell'ipotesi  degli 
assi  ortogonali,  sarà 

ove  togliendo  il  denominatore,  e  sostituendo  per  la  di- 
stanza e  del  fuoco  dal  centro 

c>  =  a^  —  i» 
si  avrà 

X,  Y, 


<t)'     <f)" 


1 


Questa  retta  incontra  gli  assi  delle  y,  e  delle  x  a  certo 
distanze  dall^origine  espresse  respettivamente  per 


(f)-   (t)' 


Volendo  poi  conoscere  il  numero  delle  normali  che  da 
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ed  allora  per  rinelinazione  9 ,  e  per  V  equazione  della 
tangente,  e  della  normale,  avremo 

^Jf^  Mg 

sen  9  s=  — ,      cos  9  =  —  iL 

Da  questa  ultima  deduciamo  che  la  retta  normale  passa 
per  il  centro;  infine  combinata  Tequazione  della  tangente 
e  del  circolo^  si  trova 

('-t)*(-^t)  =  ^^^ 

la  quale  appartiene  ad  un  nuovo  circolo,  ed  i  punti 
d'^intersezione  con  il  dato  determineranno  due  punti  di 
contatto;  la  precedente  costruzione  coincide  con  quanto 
s^insegna  nella  geometria  elementare. 

1 23.0  In  una  iperbola  con  Torigine  al  centro,  e  ri- 
ferita ad  assi  diametrali.  Inequazione  è  della  forma 

quindi  per  una  diSerenziazione,  e  derivazione 

xdx         ydy  ,      b*  x 

Con  questo  valore  di  y'  troviamo  per  l'^inclinazione  9 

i^xsenA 
tang  9  a= . 

a*y  H-  b^x  cos  A 
dalla  quale  secondo  il  consueto  si  ottiene 
geo  9  cos  9  1 


i^x  sen  A)      a*y  -h  b^x  cos  A       l/'a^y^'^b^x^^2a^ò*xy  cos  A 
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Qui  pure  ponendo 

sen  A 


l/— H-f^-i-2— ^cosA 

ricayeremo 

Aa;  (a*y  -+-  b^x  cos  A)fc 

sen  o  =  —  ,     cos  9  ==  — '- ; , 

^      a»  ^  a*  i*  sen  A 

Quando  gli  assi  sono  ortogonali,  si  troya 

h^  X  hx  ky 


la  perpendicolare 


r     a4  ^  i4 


è  dell'identica  forma  di  quella  di  già  trovata  per  P  el- 
lissi. L'^eqaazione  della  tangente  è 


ciò  che  indica  un  passaggio  dair  equazione  della  curva 
a  quella  della  tangente  col  sostituire  i  rettangoli  ai  qua- 
drati. Questa  retta  incontra  gli  assi  delle  y,  e  delle  x 
alle  distanze 

,  ed  -sr 

y  ^ 

Combinando  in  ultimo  l'^equazione  della  curva,  e  deUa 


284 

tangente,  e  fatto  per  brevità 

I 


81  ricaya 


«^  ""i8»  "^ 

la  quale  appartiene  ad  un'^altra  iperbola  di  semiassi  dia- 
metrali a  ^  /3,  e  dalla  intersezione  della  medesima  eoa 
la  data  si  determineranno  i  punti  di  contatto;  le  coor- 
dinate X,  Y  del  punto  esterno  sono  date,  dal  quale  dee 
condursi  la  tangente.  NcIHpotesi  degli  assi  ortogonali, 
Tcquazione  della  normale  al  punto  (r,  y)  sarà 

Y.-y  =  -g-^(X,-») 

Togliendo  i  denominatori,  ed  introducendovi  la  distan- 
za e  di  uno  dei  fochi  dal  centro,  risulterà  c^=aM-i'i 
ed  insieme 

X.  Y. 


<^'  <i)" 


1 


La  retta  in  questione  incontra  l'^asse  delle  y  ad  una  di- 
sunza  y(|)'  dall'origine,  e  l'asse  deUe  x,  ad  mu  di- 

stanza  ^[  —  )    dalla  medesima  origine.  Qui  pure  come 
già  abbiamo  fatto  per  Tellissi  potremo  riconoscere  il  nu- 
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mero  delle  normali  che  da  un  punto  dato  (Xi  ,  Yi)  pos- 
sono condursi  airiperbola*  Infatti  riprendendo  Tequaiio- 
ne  della  curva 

a»        A» 
e  dalla  normale 

c*xy  —  a*  Xiy  —  A*  Y^x  =»  o 

osserveremo  che  la  prima  di  queste  ?ien  anche   yerifi- 
cata  dal  sistema  delle  due 

X  9SB  a  secv^    y  =:  ò  tang  v 

per  cui  l'equazione  della  normale  per  questa  nuova  so- 
stituzione diverrà 

e*  sen  V  —  ÓYi  cos  v  — •  aji  sen  u  cos  y  ==»  o 


nella  quale  facendo 


1 


X  =  tang  —  V 


otterremo  Tequazione  di  quarto  grado 

Oli  Oli 

con  l'^ultìmo  termine  negativo,  e  perciò  per  lo  meno  due 
normali  si  potranno  condurre  airiperbola  da  un  partico* 
lar  sistema  di  punti.  Se  le  coordinate  X^,  Yj,  sono  vin- 
colate dall'equazione 


(aX.)'-(6Y.)'=.(c»)' 


noi  potremo  condurre  tre  normali  airiperbola  ,  che  se 
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l'espressione 


(aX)'-(«Y)'-(c») 


sia  ^  9  o  <^  0  il  numero  delle  normali  sarà  (piatirò,  o 
due.  Qui  anche  Tequazione  fra  Xi  ed  Y^  rappresenterà 
revoluta  deiriperbola.  Per  un  maggior  dettaglio  si  con- 
sulti la  citata  Memoria  del  sig.  prof.  Gerono. 

1 24.^  Passando  airesame  dì  una  qualche  curva  tra- 
scendente^ sceglieremo  primieramente  una  logaritmica  di 
equazione 

y  =  a  log  a? 

Differenziando  nella  supposizione  dei  logaritmi  iperbo- 
lici, abbiamo 

ad  X         ,  a 

^"""^  '    y  =  tang9  =  — 

d'onde 

sen  9       cos  9  1 

a     ^^     X  1/  a*  -4-  x^ 

e  perciò 

sen  9  s=a cos  0)  =3 

L'equazione  della  tangente  sarà 

ovvero 

j:  (  Y  -h  a  —  y)  =  aX 

Se  supponiamo  v(|riabili  le  j? ,  y  ^  V  costanti  le  X ,  Yj 
allora  rappresenterà  ua'iperboia  equilatera  fra  gli  assin- 
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loti,  uno  dei  quali  è  V  asso  delle  or ,  e  1^  altro  ha  per 
equazione 

Y-f-a  —  y=o,         od        y=a-l-Y 

Nello  stesso  modo  Tequazione  alla  normale  nel  sistema 
delle  coordinate  ortogonali  sarà 

Yi— y«=  — —  (X,  — J7) 

a 

ovvero 

ar(X,  —  a:)-Ha(Y,  — y)  =  o 

Qui  pure  considerando  variabili  le  r  ,  jf  quesf  ultima 
equazione  rappresenterà  una  parabola  con  Tasse  paral- 
lelo a  quello  delle  y.  Descrivendo  pertanto  T  iperbola 
equilatera  fra  gli  assintoti,  e  la  parabola  delle  indicate 
dimensioni  si  otterrà  la  costruzion  geometrica  da  ese- 
guirsi per  condurre  da  un  punto  (X,  Y),  o  da  un  pun- 
to (Xi,  Yi)  una  tangente,  e  normale  alla  curva  loga- 
ritmica. 

125.°  Per  una  cicloide  con  Torigine  al  vertice  su* 
periore  del  diametro  2a  del  circolo  generatore,  le  ascis- 
se X  computate  sopra  questo  diametro,  e  le  ordinate  so- 
pra una  retta  perpendicolare,  verificheranno  le  due  equa- 
zioni 

a:  =a  a  (1  —  cos  m)  ,         y  =s  a  (u  -h  senu) 

u  indica  per  una  semicicloide  un  angolo  variabile  com- 
preso fra  o,  e  180<> ,  e  rappresenta  Tangolo  che  il  rag- 
gio condotto  dal  centro  al  punto  ove  Tordinata  incontra 
la  semicirconferenza^  forma  con  Tasse  delle  ascisse.  On* 
de  ottenere  Tequazione  fra  le  coordinate  ortogonali  x,  y, 
basterà  avvertire,  che  dalla  x  si  ha 

ascn  u  =  ^2ax  —  a?* 
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quindi 

\/^2ax  —  X» 
,y  =  y2ax  —  X*  -H  a  are  sen  

Differenziando  adesso  i  yalori  di  a?,  y  in  fonzione  del* 
Tangolo  Uj  sarà 

dx  =3  a  sen  u  du ,      dy  ==3  aàu  (1  +  cos  u)  iu 

Dividendo  la  seconda  per  la  prima,  otterremo  per  Tin- 
clinazione  9  della  cicloide  all'asse  delle  ascisse 

1  -4-  cos  t«  1 

tang  m  s=s =  cot  -r-  tf 

^  sen  tf  2 


e  per  conseguenza 


1 

9  =  90— yU 


Di  qai  deduciamo  che  la  tangente  in  un  punto  qualun- 
que della  cicloide  è  sempre  parallela  alla  corrispondente 
corda  del  circolo.  Sia  infatti  91  Tangolo  che  questa  con- 
tiene con  Tasse  della  ascissa^  si  avrà 

2^1  -4-  u  ssx  180  ,        e  quindi         91  =  90  — .  —  w  e=s  9 

Questa  proprietà  rende  assai  facile  il  condurre  la  tan- 
gente in  un  punto  qualunque  della  curva.  Eliminando 
poi  sente,  cosu  nei  valori  di  dxj  dy^ risulterà  i'^equ»- 
zione  differenziale  della  curva 


g_|/Ji^.      a,-d.J/' 


2a  — a: 


Dalla  sola  inspezione  della  quantità 

2aj>  —  x- 
1^ 


[/iiz:^  =  [/: 
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si  vede  che  d'essa  rappresenta  la  tangente  trigonometri- 
ca dell'angolo  formato  con  Tasse  della  x  dalla  corda  del 
circolo  condotta  dall'orìgine  al  punto  (x,  y)  della  curva. 
Alla  medesima  equazione  differenziale  saremmo  giunti 
differenziando  direttamente  il  valore  della  y  in  funzione 
della  X.  Quando  l' origine  delle  coordinate  si  stabilisca 
all'estremo  della  base  della  cicloide,  allora  denotando  per 
n  il  rapporto  della  circonferenza  al  diametro;  fra  le  nuo- 
ve coordinate  x  ,  y  ,  e  le  antiche  a;,  y  dovrà  sussistere 

X  ss^cof^y  y        y'  =  2a  —  x 
d^onde 

dy  8=  — «  d  j?" ,         da?  =  —  d/ 

Con  questi  valori  l'equazione  differenziale  della  cicloide 
si  trasformerà,  col  togliere  gli  apici,  in 

L'equazioni  finite,  ed  i  valori  di  ^,  y  danno  egualmente 

2a  —  y'  r=  a  (1  —  cos  u)  ,    an:  ^-  a?'  =  a  (u  -h  sen  ti) 

e  ponendo 

fi  s=zn  —  tt 

81  avrà  col  togliere  gli  apici 

jB  s=3  a  (u  —  sen  u)  ^  y  a=  a  (1  — •  cos  t*) 

Differenziando  queste  espressioni  deduciamo 

do?  c=s  a  (1  -— '  cos  u)  dtt  ^        dy  =  a  sen  u  Au 

dy  sen  M  t 

j2.  =   =  cot  —  Il 

ex       1  — >  cos  fi  2 

19 
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Nelle  diverse  questioni  che  si  risolveranno  sulla  cicloide 
faremo  indistintamente  uso  di  una  qualunque  delle  equa- 
zioni stabilite.  Così  prendendo  l'equazione  differenziale 

dy  \^x  =  àx  l^2a  —  x. 

Tequazioni  delle  rette  tangente  ,  e  normale  condotte  al 
punto  (Xy  y)  della  curya^  saranno 

(Y  —  y)  1/*^  =»  (X  —  a?)  [/'2a  —  X 

(Yj  — y)  |/'2a  — .  x  =  —  (Xj  — a?)  \^x 
ovvero 

(Y  —  y^x  =  (X  —  x)>  (2a  —  x) 

(Yi— y)(2a-rr)  =  (X.  — rr)«x 

Ambedue  Fequazioni  rappresentano  due  curve  del  terzo 
ordine,  qualora  si  considerino  variabili  le  x^  y.  Queste 
due  curve  tagliano  la  cicloide  in  tutti  i  punti ,  ove  è 
incontrata  dalle  tangenti  o  normali  che  potremo  suppor- 
re concorrere  ad  un  punto  medesimo  (x,  y). 

f  26.^  Prendiamo  una  spirale  logaritmica  a  coordi* 
nate  ortogonali^  e  di  equazione 

are  tang  —  t=  a  log — ^ 

y  H 

avremo  dalla  differenziazione  e  riduzione 

^  dy  —  y  dj?  c=s  a  (x  dr  -t-  y  dy) 
d'^onde 

(x  —  ay)  dy  —  (y  -h  ax)  de  s=:  o 


y  -H  oa: 
Ung9=y  =: 


X  —  ay 
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'       e  perciò 

I 

I  senf  COS9  1 

ovvero 

y  -4-  <wj  rr  —  ay 

sen  9  = ^ ,    cos  9  =3  •—- — 

1/ 1  -h  a*  l/^x»  -h  y»  ^       1/^1  -H  a».l/^a?»H-.  y* 

Tali  sono  le  differenti  formole,  con  le  quali  si  determi- 
na il  valore  deirinclinazione  9  della  spirale  logaritmica 
rapporto  all'asse  delle  x.  In  ultimo  l'^equazioni  della  tan- 
gente, e  della  normale  sono 

(a?  —  ay)  (Y  —  y)  —  (y  -h  ax)  (X  —  x)  =0 
(y  -h  ax)  (Yj—  y)  -f-  (ar  —  oy)  (Xi  — a?)  =  0 

dalle  quali  si  ritiene 

a  (x*  ^  y»)  -+-  ar  (Y  — .  aX)  — y  (X-+-  aYf  =  0 

J?'  -4-y*  +  a?  (aYi  —  X,)  -H  y  (aX,  —  Y»)  «  0 

Quando  si  suppongano  variabili  le  x^  y  allora  queste  due 
equazioni  rappresentano  due  cìrcoli ,  quali  passano  per 
Torigine  delle  coordinate,  ed  i  loro  raggi  sono  eviden- 
temente le  due  rette  espresse  per 

2a  2  '        * 

Che  se  inoltre  si  prenda  Xi  ssa  X,  Yi  «»  Y  i  due  circoli 
avranno  per  corda  comune  la  retta  condotta  dall^origine 
al  punto  (X ,  Y).  In  questo  modo  avremo  ottenuto  un 
facil  metodo  per  costruire  la  tangente ,  e  la  normale 
nella  spirale  logaritmica. 
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Per  un  maggior  numero  di  applicazioni  proporremo  al* 
cune  altre  curve,  determinate  da  equazioni  algebriche, 
ed  anche  trascendenti.  Cosi  scegliendo  le  curve  algebri- 
che di  equazioni 

y4  -I-  2  (a»  -+.x>)  y»  H-  (a*  —  x>)»  =  W 

(r^  -h  y>)»  =  *>  {x^  —  y*) , 

la  prima  rappresenta  la  curva  ovale  del  Cctssim^  la  se- 
conda la  lemniscata  di  Giacomo  BemouUi^  e  che  trovasi 
compresa  in  quella  del  Cassini   per  la  supposizione  di 

A  c=s  a  s=  •— ,  la  terza  dicesi  la  Cissoide  di  DiocUj  e  la 

quarta  la  Concoide  di  Nicomede.  Per  curye  trascendenti 
ci  limiteremo  alle  due 


y  =  -le«-|-c«     ,      y  = 


2  \  /  ^        no: 

la  prima  di  queste  appartiene  alla  Catenaria^  e  la  secon- 
da alla  Quadratrice  di  Dinostrato.  Noi  dalle  differenti 
applicazioni  del  Calcolo  differenziale  alla  geometria  ver- 
remo a  conoscere  delle  proprietà  importanti  di  queste 
curve. 


293 
Determinaiione  delle  quattro  ntte^  tangente j  mttangenie^ 
normale^  sunnormale^  e  di  alcune  altre  rette 
per  ogni  curva  piana. 


■»•« 


127.°  Per  i  differenti  ponti  di  una  curTa  piana  qna* 
lunque  si  trovano  quattro  rette^  per  mezzo  delle  quali 
si  scuoprono  diverse  proprietà  importanti ,  e  caratteri- 
stiche delle  curve  stesse,  e  che  dai  geometri  sono  no- 
minate, tangente^  suttangente^  normale  j  e  sunnormah. 
La   tangente  computata  sulla  direzione    della  retta  toc- 
cante la  curva  in  un  dato  punto,  si  estende  dal  punto 
di  contatto  fino  alP  incontro  delF  asse  delle  ascisse.  La 
suttangente  presa  suIFasse  delle  ascisse  dicesi  la  lunghezza 
della  retta^  dal  piede  dell^ordinata  fino  all'*  estremo  in- 
contro della  tangente.  La  normcde  è  la  retta  elevata  per- 
pendicolarmente alla  tangente  dal  punto  di  contatto  fino 
alfincontro  detrasse  delle  ascisse.  La  mnnormale  poi  sarà 
la  retta  compresa  dal  piede  dell'^ordinata  fino  airestremo 
della  normale,  e  computata  suH'asse  delle  ascisse. 

Stabilite  queste  definizioni,  è  facile  il  vedere  che 
chiamando  t  la  tangente^  t^  la  euttangente^  n  la  norma/e, 
n,  la  mnnormale^  e  ritenendo  per  9  rinclìnazione  della 
curva  rapporto  alleasse  delle  ascisse  ed  A  Tangolo  degli 
assi  risulterà  dal  triangolo  di  lati,  ^ ,  ^1 ,  y 


ti 


sen  A       sen  (A  '—9)       sen  9 
Nello  stesso  modo  nel  triangolo  di  lati^  »)  ^i  »  y  si  avrà 


n  ni  y 


sen  A       cos  (A  —  9)       cos  9 
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quindi  si  otterranno-  i  valori  delle  quattro  rette  diman- 
date 

y  sen  A  y  sen  (A  —  f) 

sen  f  ^      '  sen  9 

y  sen  A  y  cos  (A  —  a?) 

n  sxs ,    III  ^ - 

cos  f  cos  f 

Neiripotesi  degli  assi  ortogonali  si  riducono  ad 

i=s  y  cosec  9 ,  ^i=y  cotf,  ncsysecf,  iiis=3y  tang  9 

Ora  qualunque  di  queste  espressioni  si  usi  il  calcolo  dif- 
ferenziale somministra  un  metodo  facile  di  eliminare 
Tangolo  9,  ed  introdurre  i  differenziali  dx,  dy,  d^  ;  qoal 
cosa  è  di  somma  utilità  per  le  applicazioni. 

Riprendendo  infatti  come  al  parag.  1 1 2,  ed  al  pa- 
rag.  114,  le  note  formole  differenziali 

sen  9  dy         sen  9  COS9  1 


sen  (A  -—  9)       dar  '     dy  sen  A        dj;  +  dy  cos  A       ds 

si  avrà  dallo  sviluppo  di  cos  (A  —  9),  e  dalla   sostitu- 
zione dei  valori 


yà$  y  d^  yàs  sen  A 


dy    *       '        dy    '  dx  +  dy  cos  A 


y  (dy  «f-  àx  cos  A) 
dr  -H  dy  cos  A 


La  tangente^  e  suttangente  riterranno  la  medesima  for- 
ma per  rindipendenza  deirangolo  A  in  qualunque  siste- 
ma di  coordinato    rettilinee  ;  quindi  supposti  gli  assi 
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ortogonali  le  medesime  quattro  rette  «Tramio  per  espres- 


sioni 


*    y^'    t  ^  y^"    «    y^' .  «     y*y 

Tutte  le  precedenti  forinole  sono  più  commode  nelle 
applicazioni ,  quando  ai  differenziali  si  sostituiscano  le 
deriyate,  in  modo  che  ponendo 

£  =  »-.     ^~«+i^.+  2/».A)» 
dÌTerranno  le  medesime 

<=|-(1-t.y'«-h2/co8A)*  ,    «,  =X 

y  yi 

^  y  (1  -4-  y'»  -t-  2/  C08  A)^  y(/-t-cosA) 

1  >4-  y'cos  A  *      *  "^   1  H-y^cos  A 

quali  per  A  =3  90«  si  riducono  ad 

n==y  (1  -ny"»)*  ,    nt^yif 

Sotto  questa  ultima  forma  verranno  per  lo  più  adoprate 
nei  differenti  casi  particolari. 

128.°  A  queste  quattro  rette  si  possono  aggiungere 
le  perpendicolari  abbassate  da  un  dato  punto  (m,  m^)  sulla 
direzione  delle  rette  tangente^  e  normale.  A  questo  og- 
getto osserveremo  che  se 

Y=aX^b 
rappresenti  Inequazione  di  una  retta  a  coordinate  oblique 
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dì  angolo  A,  la  grandezza  q  della  perpendkolare  abbas- 
sata da  un  dato  punto  {m^m^  sulla  direzione  della  me- 
desima retta,  sarà 

^^  («i'—  am  —  b)  sen  A 
a  t=3t:±:  

|/"H-aM-2aco8A 

Quando  la  retta  iìi  proposito  si  riduca  alla  tangente  di 
equazione 


si  verifica 


dy         .       yàx — a:dy 


dx  dx 

d'onde 

[K  —  y)  d;r  —  (m  —  a?)  dy  ]  sen  A 


J«^  125 


d5 


Sostituendo  le  derivate  al  rapporto  dei  differenziali,  di- 
verrà 

^ .    [m'— y—  y'  (w  —  ar)  ]  sen  A 

j 

(1  H-  /*  H-  2y'  cos  A)« 

Nello  stesso  modo  per  ottenere  il  valore  della  perpen- 
dicolare qt  abbassata  dallo  stesso  punto  (m  ,  m^)  sopra 
la  direzione  della  retta  normale  di  equazione 

dy  H-  dx  cos  A   ^    *        ' 
basterà  prendere 

(d^-H  dy  cos  A)  (Sx-^  dy  cos  A) 

dy  -h  dr  cojs  A  ^  dy  -t-  dx  cos  A 
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quindi  fatta  la  sostituzione  nella  formola  generale  si  arra 

(«•— iH-(m' — y)co8A)  dar-H  (iwC— y-4-(m— jp)cosA)dy 
^*  l^dx»  -h  d/*  H-  2da:  dy  cos  A 

Volendo  poi  sostituire  /  in  vece  del  rapporto  dei  dif- 
ferenziali dx ,  dy^  otterremo 

(m — a:  -4-  (m' — y)  cos  A)-4-{m' —  y  -4-  (m — a?)  cosA)  y^ 

y,  =sd= 

(1  ^  y'a  ^  2y'cos  A)* 

Supponiamo  adesso  che  il  punto  dato  (m ,  fi{)  si  trovi 
suirasse  delle  ascisse,  sarà  fi/  =  o,  e  /le  perpendicolari 
9  j  il  divengono 

^  ((j:— m)/  —  y)sen  A 

(1  ^  y'a  ^  2/c08  A)* 

(m  —  X  —  y  cos  A)  -t-  (  (m  —  t)  cos  A  —  y)  y' 

},  e==fc 

(1  ■+•  y'*  -H  2/  cos  A)* 

Infine  supponendo  ancora  m  =  o,  le  jf  ,  jr,  si  ridurran- 
no alle  perpendicolari  A,  h^  abbassate  dairorìgine  delle 
coordinate  sopra  la  direzione  della  tangente^  e  della  nor- 
male, e  si  ricaverà  dai  primi  valori  ài  qj  q^ 

(xAy  —  ydr)senA  rdr 

*-=- T, '  ^•^'^ir 

ove  per  la  distanza  r  si  è  posto 

r»  =»  oj*  -H  y*  -4-  2ry  cos  A 
Nel  caso  degli  assi  ortogonali,  i  valori  generici  di  jr,  jr, 
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e  tà  h,  ht  saranno 

(fl^  —  y)  i*  —  («  —  x)  dy 

d^ 

(m  —  x)  dx  -4-  (m'  —  y)  ày 


fi  =  =t 


(xdv  — Jfdar)  rJr 

* — — ""s — '  *'''"dr 

e  che  per  h  nooTa  sostitozione  della  deriraU  ^  diyer- 
ranno 

_^  K—  y)  —  (» — a;)y      ^^_x-(^/— y) 
0 -»-/*)*        '  O-h/')* 


_^  (w  —  ar)  -+-  K—y)  y^                  ar-l-yy" 
f»  =  — 1 »      *i= j- 

h  appresso  mostreremo  differenti  applicazioni  dì  qaeste 
formole  alle  linee  del  secondo  ordine. 

i29.»  A  complemento  deir  esposte  teorie  Terremo 
breyemente  ad  indicare,  come  dall'* equazioni  della  tan- 
gente, e  della  normale  possano  dedarsi  i  valori  delle 
quattro  rette  cognite  I,  ^  j  n^  fii. 

Riprese  iniatti  Tequazione  della  tangente 

\—x        Y— y 
dj?  ày 

e  chiamata  R  la  distanza  fra  il  ponto  dato  (x.y),  ed  il 
ponto  qualunque  (X^  y),  della  retta,  sarà 

X,^    X— y    ^((X— x)M'(Y— y)«^-2(X— a?)(Y— yjcosA)»    K 
^  (dx>  H-  dy »  ^  2dx  dy  cos  A)» 
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Ora  dalla  medesima  si  trova 

(X'X)     Y-y  _(X— ar-4-(Y— y  )cosA)da:H"(  Y— y-H(X— a?)cosA)  dy 
Ax         dy  dx*  •+•  dy»  -+•  2dj:  dy  cosA 

dunque 

(X— ic)  (da;+dycos  A)-|-  (Y— y)(dyH-da?co8A)  a=5  Rd« 

I  yalori  della  suttangente,  e  della  tangente  si  ottengono 
evidentemente  dai  punti  d**  incontro  della   retta  R  con 
*       Tasse  delle  ascisse,  cosicché  fatto  Y  £=3  o,  avremo 

X—x  y 

_  ^H^P^        ^^^^^        ^^^^^ 

dj?  dy 

(X — x)  (daH-dy  cos  A) — y  (dy-t-dxcos  A)asRd« 

In  queste  nuove  espressioni  la  differenza  X  '—  a:  sarà  la 
suttangente,  e  la  distanza  R  la  tangente,  quindi  elimi- 
nando X  —  x^  ed  osservando  che  X,  ed  Xj  sono  di  se- 
gno contrario^  risulterà  infine 

y  Ax  i>       y  d* 

dy  dy 

! 

Con  la  stessa  facilità,  ripresa  Tequazione  della  normale 
Xj—x  Yi  —  y 

III  ■  Li_3    I  »  ■  ■  ■    ■ 

dy  -f-  dx  cos  A        —  (do?  -4-  dy  cos  A) 

e  chiamata  Ri  la  distanza  fra  i  due  punti  (07,  y)j  (Xx,  Yi) 
avremo 

X,  —  a;  Y,  ~y  R, 


dy  +  do;  cos  A       — {dx  +  dy  cos  A)        sen  A  ds 
ed  anche 

X|— ar  Y,  —  y  (X,— x)  dy—  (Yi— y)  ix 


dy  -H  4»cosA    — (da:-i-dy  cosA;     dx^  -t-  dy*  h-  2da:  dy  cos  A 
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e  perciò 

= — senAs=Ri 

is 

Qui  pure  Y,  =  o  ridurrà  le  due  rette  X|  —  x,  ed  B, 
ai  valori  della  suDUormale,  e  normale,  in  modo  che  do- 
po l'eliminazione,  e  riduzioni  si  troverà  con  facilità 

-«.                   (dy  •+-  Ax  cos  A)  yd»  sen  A 

Ax  —  ap=y —^ ,    Rj  = 


Ax  -H  dy  cos  A  dx  -h  dy  cos  A 

come  già  eravamo  giunti  per  altre  considerazioni. 

Avanti  di  mostrare  le  particolari  applicazioni  alle 
tre  curve  del  second'ordine  noi  osserveremo,  che  calco- 
lando il  valore 

(xdy  —  yAx)  sen  A 


h^±: 


As 


della  perpendicolare  h  abbassata  dalForigine  delle  coor- 
dinate sopra  la  direzione  di  una  tangente  ad  una  linea 
di  secondo  ordine  determinata  da  una  equazione  gene- 
rale come  si  é  fatto  nel  parag.  1 1 8,  noi  otterremo  un' 
espressione  identica  a  quella  di  già  notata  per  la  lette- 
ra h  nel  medesimo  parag.  118,  in  questa  guisa  rimane 
dimostrata  che  la  quantità  h  calcolata  nei  parag.  1 1 8  e 
seguenti  per  le  linee  del  second''ordine  rappresenta  l'in- 
dicata perpendicolare. 

130.^  Consideriamo   una   parabola  riferita  ad  assi 
diametrali^  e  di  equazione 

si  avrà 


2y  dy  =pda: ,         »'  =  i^-  ,      H-/»  =  -^-^^^^ 

2y  4y» 
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Quindi  se  gli  assi  sono  ortogonali,  otterremo  per  i  va- 
lori delle  quattro  rette  più  Yolte  nominate,  e  determi- 
nate dalle  ultime  formole  del  parag.  127 

X  (ix  H-p)  I  /p  (Ax  H-  p) 


^^^^(4y+p)^      „=(/ 


I,  =  2x  ,  '         111  =3  — 


Ed  osservando  che  il  raggio  vettore  r  condotto  dal  fuoco 
della  curva  ad  un  punto  (x,  y)  si  esprime  per 

1 
r  =  x+~p 

risulterà  più  semplicemente 

p 
r,  =  2j:,         n,  =  ^        tc=z2\/'rx^    n  =  l/'pr 

Di  qui  deduciamo,  che  neUa  parabola,  la  suttaugente  è 
sempre  doppia  delKascissa,  che  la  sunnórmale  è  costante 
ed  eguale  alla  metà  del  parametro  ,  che  la  tangente  ò 
media,  proporzionale,  geometrica  fra  la  suttaogente,  ed 
il  doppio  del  raggio  vettore,  infine  la  normale  è  media, 
proporzionale,  geometrica  fra  il  parametro  ed  il  raggio 
vettore.  Si  conducano  ora  dairorigine  delle  coordinate, 
e  dal  fuoco  due  rette  A,  9  perpendicolari  sulla  direzione 
della  tangente,  sarà  per  le  coordinate  (m,  vi!)  dell'estre- 
mità di  q 

ms=o.        i»=  —  p 

e  per  conseguenza  le  penultime  formole  del  parag.  1 28 
divengono 

x\/p  Vpr        n  ,    ^       «^ 
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Non  sarà  inutile  qui  di  riiroTare  un**  altra   espressione 

della  normale  n»  facendo  una  combinazione  delle  dae 

n*  =  pr  ^        n  =  2 jr 
Infatti  dividendo  la  prima  per  la  seconda  avremo 

2q 

Noi  mostreremo  che  questa  espressione  è  commane  alle 
tre  carve  coniche. 

131.^  In  un^ellissi  con  Torigine  al  centro  e  di  espia- 
zione 

si  ha  dalla  differenziazione^  e  derivazione 

xAv         ydy  ,  4*  x 

ed  insieme 

,        a^y»  -4-  **a?»       «*  (a*  —  x» (a»  —  A*)  ) 
a*y*  a'  y* 

quindi  se  gli  assi  sono  ortogonali  j  avremo  come  dalle 
nominate  ultime  formolo  del  parag.  127 

^issa ( Jt),  n,  a=5 X 

^  X  '  '  *  a* 

V  & 

ox  a* 

ove  la  quantità  e  determinata  dalla  formola 
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rappresenta  la  distanza  del  faoco  dal  centro  ;  facciamo 


j      inoltre 


e 

—  Bss  e ,        oyyero        e  =  oe 
a 


e  prendiamo  il  yalore  assolato  di  ^  ,  iii  ^  I  si  ricayerà 

a*  A» 

II  ^  —  — •  a?    ,  »j  era  X 

t  = — l/"(a-+-x)  (a — x)  (a-hear)  (a— ex),  ncss — j/'a*— e'ar* 
X  a 

Di  qui  deduciamo  che  nell'ellissi^  il  valore  della  suttan- 
gente  è  indipendente  dal  semiasse  minore  ;  che  il  rap- 
porto fra  la  snnnormale  e  l''ascissa  è  costante;  ed  infi- 
ne dal  yalore  dell'ordinata  y  si  passa  al  valore  della 
normale  col  sostituire  ex  in  vece  della  x^  nell'equazione 
della  curva  :  aggiungiamo  che  se  r ,  /  sicno  i  due  raggi 
vettori  condotti  dai  due  fuochi  al  punto  (ac,  y)  si  ha 

rc=a  —  ex,        /saaH-ea:,        r-h/«=2a 

ed  insieme 

rK  est  2ar  -^r^s=a^  —  e>  «» 

d'onde  la  tangente  e  la  normale  porgerà 

va  h      ^ 

Ics— —  l/"2ar  —  r»,        «=  —  l/^2ar  —  r* 
X   0  a 

Riguardo  a  questa  nuova  espressione  della  normale  os- 
serveremo, che  riferendo  i  punti  della  curva  ad  uno  dei 
vertici  delibasse  maggiore,  abbiamo  per  equazione  della 
curva 

h 
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Ora  dal  valore  di  y  si  passerà  al  valore  della  n^  qaan* 
do  si  muti  Tascissa  x  nel  raggio  yetlore  f  più  prossima 
Chiamando  secondo  il  consueto  k  la  perpendicolare 
abbassata  dairorigiue,  che  coinciderà  con  il  centro  della 
curva,  sulla  direzione  della  tangente,  e  q  una  perpendi- 
colare simile  condotta  dal  fuoco,  si  avrà  per  le  coordi- 
nate del  fuoco 

mT s=3  o  ,    m  sssi/"  a*  —  i*  =3  e 

d^onde  le  penultime  formolo  del  parag.  128  daranno 

it  ^  „      (g»  —  ex)  k 


V    Qk   ^  b^ 


Eliminando  la  y*  per  mezzo  deirequazione  della  cnrra, 
potremo  introdurci  il  valore  della  normale  n  e  del  rag- 
gio vettore  r  in  modo  da  essere 


Ora  per  il  parametro  p  della  curva  si  ha 

2i» 

e  perciò 

hr  „      P*" 


>  n 


Quest'ultima  espressione  della  normale  é  comune  con  la 
parabola. 

Da  un  ellissi  si  passa  al  circolo  col  suppwre 

e  per  conseguenza  nel  circolo  di  equazione 

x^  Hry^  ^=^  a* 
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^!    le  quattro  suindicate  rette  porgeranno 


Cioè  l'^ordiùata  è  media  proporzionale  geometrica  fra 
Fascissa,  e  la  snttangente,  la  quale  ò  comune  con  F  el- 
lissi di  semiasse  maggiore  a;  la  sunnormale  è  eguale  alF 
ascissa  computa  dal  centro  ;  il  rapporto  fra  la  tangente, 
ed  il  raggio  è  eguale  al  rapporto  fra  l'ordinata  e  Fascis- 
sa;  finalmente  la  normale  ò  eguale  al  raggio  come  già  si 
conosce  dalla  geometria  elementare. 
132.»  In  una  iperbola  di  equazione 


si  ha  evidentemente 


xdx         ydy  ,     A*  x 

e  quindi 

^      «MiIm    ti    *    SSa  "      '        ■       eS     IMI     ■    .1    »■!      ■  •         I  mini..       Il 

aiy^  a*  y* 

NelFiperbola  la  distanza  e  del  fuoco  dal  centro  si  esprì- 
me per 


e  perciò  otterremo  con  facilità 


a>  4* 

Il  =3  —  ^  X  y  ni«=s  —  a? 


ttss^  i/"c»  X»  —  a^ ,       n  =  —  l/'c*  op»  —  a* 
oj:  a* 

20 
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Qui  anche  poneudo 


e 

—  a=s  e ,    ovvero    cs=s  ae 

a 


la  tangente,  e  normale  daranna 


I  =—  —  /^c»  X»  —  a»  ,      n  =  —  |/e»a?»  —  a* 
6     X  a 


Da  qnesta  espressione  della  normale  si  vede,  che  dal  va* 
lore  delKordinata  y  si  passerà  al  valore  di  n  col  sosti- 
tuire ex  invece  della  x  nell'^equazione  della  curva.  I  raggi 
vettori  condotti  dai  due  fuochi  al  ponto  (x,  y)  deiriper 
boia  sono  determinati  dairequazioni 

rc=ex  —  a,        /=aexH-a,        /-— ,r  =  2a 

d'onde 

va  b 

<=  — ~|^2ar-f-r>,        n=  _|/"2ar-Hr» 
X   0  a 

Se  in  questa  nuova  espressione  di  n  si  sostituisca  x  in- 
vece di  r  ,  allora  il  primo  membro  diviene  eguale  alKor- 
dinata  y;  Torigine  delle  coordinate  dovrà  esser  preso  in 
uno  dei  vertici  dell'asse  maggiore,  onde  sussista 

y  =»  — l/2ar-^  oc* 
a 

Per  brevità  tralasciereroo  Tenunciato  delle  proprietà  del- 
Fiperbola,  le  quali  provengono  dalla  suttangente,  e  son- 
normalc,  e  che  sono  simili  a  quelle  di  già  enunciate  per 
Tellissi. 

Ritenendo  che  h^  e  q  sieno  le  perpendicolari  abias- 


30? 
sdte  dal  centro  della  corra,  e  dal  fuoco,  aoHa  diriezione 
della  tangente  si  troya 

1  {ex  —  a»)  A 

^~'~t:z "rr  9     ?  =  - — :: 


a4   ^i4 


Eliminando  la  y*  per  mezro  delFequaziooe  della  curva, 
e  formandone  un  paragone  con  il  raggio  veUore  r,  e  la 
normale  n  si  avrà 

A«  — ,      q 


n  an 

Infine  per  il  parametro 


deduciamo 


2i» 


^        a  '  "^  2  j 


Ognuh  vede  che  il  nuovo  valore  della  normale  n  d  co- 
mane  a  tutte  tre  le  linee  del  second'ordine;  la  lunghezza 
della  normale  si  ridurrà  alla  metà  del  parametro  nei  ver- 
tice della  parabola^  e  nei  vertici  dell'asse  maggiore  del- 
Tellissi  e  deiriperbòla^  nei  quali  tre  punti  si  verifica  evi- 
dentemente r  sss  q, 

133."  Nel  passare  alle  curve  trascendenti  scegliere- 
mo primieramente  una  cicloide  con  T  orìgine  al  vertice 
della  base,  e  come  si  ò  già  provato  al  parag.  125,  la 
sua  equazione  differenziale  sarà 

quindi 

n  =  l^2ay  ,  ni  =  |/'2ay  —  y» 
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Dalle  troTate  espressioni  della  normale,  e  snnnormàle  del- 
la Cicloide  concluderemo  che  in  questa  cunra^  la  nor- 
male è  sempre  eguale  alla  corrispondente  corda  del  cir- 
colo generatore;  che  la  snnnormàle  eguaglia  la  rispetti- 
Ta  ordinata  del  circolo,  ove  corrispondono  i  segmenti 
y  ,  2a  —  y  del  diametro.  Riguardo  poi  ai  valori  di  tutte 
le  quattro  rette  non  sarà  inutile  di  avvertire,  che  per  la 
sostituzione  della 

y  =  a(1  — cosu) 
si  trasformeranno  in 


11  11 

ls=:2asen---tttang  — ti,    i^  <»  2asen* --utang--  u 

À  A  2  2 


1 

2a  sen  -^  « ,    «i  ==  a  sen  « 


Per  ultimo  osserveremo  che  la  suttangente  U  ,  la  nor- 
male n  e  la  sunnormale  tii  della  cicloide  rappresentano 
ancora  respettivamente  l'ordinata  di  una  Cissoide  di  Dio- 
eie^  di  una  parabola^  e  di  un  circolo. 

134.*  Nella  una  curva  logaritmica  di  equazione 


X 

a" 


abbiamo  dalla  differenziazione 


j        e  «  dx  ^     «  "*  y 

dy= ,        y'= =  iL 

a  a  a 
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e  per  consegaenza 


(a*  -»-««)    ,     <t  = 


n 


Di  qui  ne  segue  che  nella  cnrvn  logaritmica  la  rattan- 
gente  ò  costante,  ed  egaale  al  parametro  a. 
Nella  Gattaria  di  eqnaiione 


si  ha 


e  perciò 


X  X, 


d»        2\  /a 


dnnqoe  per  le  quattro  rette  /,  <«  ^  ti,  u^  aneiDO 


(  ss  ■  ,       »i  =  - 


X  X 


e«  —e  « 


-V'    •■=■!•(•"-•"•) 


Oiseryando  poi  che  per  Inarco  $  di  ^[aesta  car?a  a  par- 


310 

tir  da  :r  cs  o  potremo  prendere 


per  cai  i  yalorì  delle  quattro  rette  in  proposito  diTen- 
gono 

1=^       U=^       n=^       n,  =  ^ 

Con  queste  espressioni  sarà  faeile  formare  l'emmciate  di 
alcune  proprietà  della  Catenaria  ,  e  che  per  brevità  ci 
dispensiamo,  di  fare. 


Àsimtotij  Ordinate  Mastme  e  Minime j  Concamidj 
e  Convessità  j  punti  singolari  delie  curve  piane. 


135.<>  Per  assinioto  di  una  curva  s'intende  una  linea 
retta  o  curva,  e  di  tal  natura  che  per  i  punti  infinita- 
mente lontani,  la  distanza  delle  due  curve  misurata  pa- 
rallelamente ad  una  co3tant6  direzione  divenga   minore 
di  qualunque  data  quantità.    Di  qui  ne  segue  che  una 
linea  sarà  assintoto  di  un'altra  se  per  valori  infinitamenCe 
grandi  djelf  ascissa,  la  differenza  delle  ordinate  divenga 
infinitesima,  od  anche  se  la  difierenza  delle  ascisse  divenga 
infinitesima  per  valori  infinitamente  grandi  delle  ordinate. 
Quando  Vassintoto  di  una  curva  sia  rettilineo,  allora  si 
riduce  evidentemente  ad  una  retta,  alla  quale  questa  cer- 
va si  accosta  indefinitamente  senza  poterla  mai  raggiun- 
gere. Supponendo  la  curva  piana   rappresentata  da  un' 
equazione  fra  le  due   coordinate  x ,  y  ortogonali ,  od 
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oblique,  ci  fermeremo  sulla  ricerca  degli  assintoti  reU 
tiiiùei  non  paralleli  all'  asse  delle  y  :  questa  ricerca  sì 
potrà  ridurre  alla  coesistenza  delle  ordinate  della  curva, 
e  dell^assintoto  per  x  s=  oo .  Sia  infatti 

l'equazione  di  uno  degli  assintoti  non  paralleli  all'  asse 
delle  y,  l'ordinata  della  curva  corrispondente  ad  una  me- 
desima ascissa  x  per  yalori  grandissimi  della  medesima 
si  ridurrà  sensibilmente  all'ordinata  deli'assintoto,  in  mo^ 
do  da  «poter  avere 

y  «=s  aa5  H-  /3  db  € 

Il  numero  db  g  deve  svanire  per  x  =  ce  i  sarà  ora  fa^ 
Cile  dalla  stabilita  equazione  dedurre  i  valori  delle  co- 
stanti a ,  /3  determinati  dagli  elementi  della  curva,  e  si 
ricaverà  per  a:=3  oo 

lim —  =.lim  (  a -4-         *^  )  ==  a 
a?  \  X     / 

lim  (  y  —  «a:  )  =  lim  (  ^  rfc  0  =  /3 

e  per  conseguenza  il  coefficiente  a  della  x  nell'equazione 
dell'assintoto  vien  determinato  dal  limite  verso  il  quale 
converge  il  rapporto  dell'ordinata  all'ascissa  per  valori 
infinitamente  grandi  della  medesima:  la  costante  j3  si 
ottiene  dal  limite  di  y  —  ocx  dopo  la  sostituzione  del 
valore  della  a,  e  per  ciascun  sistema  di  valori  di  a^  e  ^ 
corrisponderà  un  assintoto  rettilineo  della  curva. 

1 36.''  Per  mostrare  un  qualche  esempio  consideria' 
mo  una  logaritmica  di  equazione 

y  =  «f* 


312 

si  troverà  per  j:  et=s  —  oo 


dunque  la  canra  logaritmica  ha  per  assintoto  Tasse  delle 
X  dalla  parte  negativa  ed  al  quale  si  accosta  indeSiiita- 
mente  senza  mai  raggiungerlo. 
Un'iperbola  di  equazione 

porge 

y  *=  dr  —  i/^a?*  —  a* 
a 

quindi  per  x  =?  ri:  oo ,  avremo 

ocsBum  —  eadr  —  ,    /3s=o 
X  a 

e  perciò  Fiperbola  ha  per  assintoti  due  rette  che  passa- 
no per  il  centro»  e  di  equazioni 

h  h 

y  e=s  —a?  ,      y  B  —  —  x 
a  a 

Se  si  voglia  calcolare  Tangolo  Y  compreso  dagli  assin* 
ioti)  prenderemo  la  formola  generale 


1/^1 +  «^  1/1  H-</*. 

a,  0^  sono  le  tangenti  trigonometriche  degli  angoli  die 
le  due  rette  formano  con  l'asse  delle  ascisse;  nel  nostro 
caso 

a  *  a 
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quindi 

a»  — «» 


cosV  s= 


a»-+.*» 


Nell'iperbola  equilatera  a  >=  6  ,  cos  V  =  o  e  perciò  gli 
assintoti  sMncontreranno  perpendicolarmente  al  centro 
della  curva. 

137.^  Supponendo  che  l'equazione  di  una  curva  sia 
rappresentata  dall'equazione 

la  ricerca  degli  assintoti  rettilinei  si  renderà  assai  facile 
quante  yo\\Af{x^y)  sia  decomponibile  in  più  parti,  cia- 
scuna delle  quali  sia  una  funzione  omogenea  delle  va- 
riabili X,  y.  Sotto  queste  condizioni  sieno  m,  n  . . . .  i 
gradi  delle  funzioni  omogenee,  ricaveremo 

Formando  i  numeri  m,  n  •  • .  una  serie  decrescente,  si 

y 

faccia  j  ss  —  e  si  determini  la  «  per  mezzo  dell'equa- 

X 

zione 


ovvero 


1 


1 

quindi  per  a?  =  co  ,    ed    —  «so,    sia  i s=  a,  verrà 

•X 

evidentemente 

9(a)  =  o 

Una  radice  reale  di  quest'equazione  porgerà  il  yalore  del 
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coefficiente  ce  della  x  nell'equazione  deirassintofo 

Il  termine  indipendente  ]9  si  otterrà  per  la  sostituzione 
della  y  nella  equazione  relativa  alla  $y  ciò  che  darà 

a"c>(a-+-  —  )-4-ar"(t(a-|-— )•+-....«=»  o 

X  X 

Ora  in  forza  dell'equazione  ^  (a)  £=>  o ,  avremo  da  una 
formola  stabilita  al  parag.  49. 

a:  X  OL 

ore  9  ^  o  ,  e    ^  1  ,  e  per  conseguenza 

«^'^ì/<fleH-5  —  )-HaJ»«p  («-+•  —  )  4-  ...  =  o 
ovvero 

Facendo  adunque  —  =  o  ,  avremo  per  n  «^  m  —  1  ^ 
jS  =  o  ;  per  n  =  m  —  1  si  ricaverà 

/3 1^ 

Infine  per  n^m  —  1,  jS^^rtroo;  tutto  ciò  sassisteri 
quante  volte  ^'[oi)  ,  (p(a)  f  . . .  ritengano  valori  finiti.  Le 
tre  differenti  espressioni  di  j3  porgono  nei  primo  caso 
un^asBintoto  che  passa  per  Torìgine  delle  coordinate,  e 
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di  eqaazione 

Nel  secondo  caso  un'assintoto  della  forma 

Nel  terzo  caso  Tassintoto  trovandosi  ad  una  distanza  in- 
finita dalForigine ,  verrà  del  tutto  a  scomparire.  Dalla 
prima  ipotesi  ne  segue  che  per  valori  di  m  ^  n  4*  1  la 
ricerca  degli  assintoti  rettilinei  che  passano  per  l'origine 
si  otterrà  dall'eguagliare  a  zero  la  funzione  omogenea  del 
grado  m. 

138.^  Cosi  per  esempio  nelle  linee  del  secondo  or^ 
dine 

Ax*  H-  2Ban/  H-  Cy»  H-  2Dar  4-  2Ey  =K 

si  avrà 

quindi  per  9(4)  c=s  o ,  dedurremo  le  radici 

/B  — j/IB^  — AC\         ,  /B-f-i/B>  — AC\ 

\ — e — }•  '^=— ( — e — ; 

ed  iosieme 

9'(,)  =  2(B-hC*), 

d'onde  l'equazioni  delI'aMintoti  saranno' 

La  curva  non  potrà  esser  diversa  dallMperboIa,  mentre 
le  radici  a ,  a'  saranno  reali  per  B*  —  AC  >  0  :  che 
se  si  voglia  B>  —  AG  ss:  0  ,  come  nella  parabola  allora 
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il  secondo  termine  dei  valori  della  y  diverrà  infinita  « 
ciò  che  dimostra  che  fra  le  carve  del  second'ordine  la 
sola  iperbola  ammette  gli  assintoti 
Nella  corra  del  terz'ordine 

a^  ^y^  s=a  Zaxy 

e  che  si  chiama  il  folium  di  Cartesio  si  verifica 

m  »  3  ,    n  a  2      f  («)  a  1  ^  «^  ,    (f»(s)  s=3  3iw 

qoindi  le  due  equazioni 

sono  verificate  dai  valori  reali 

yc=3  — «,         «c=3— «lesa 

ed  osservando  che  m  asa  fi  -t-  1 ,  ^{$)  ss  3j*  si  ayrà  per 
Fequazione  deirassintoto 

y«=— a?  — a 

Supponiamo  ancora,  che  sia  data  la  curva  del  terz'ordi- 
ne  determinata  dall'equazione 

y' +  a:y*  —  2x»y  H- y*  —  3j^ -4-y -I- jc  =  o 
avremo 

m  ss  3 ,  fi  s  2  ^      9(#)  t=3  ^3  +  #a  —  2t 

^(«)  «:  j>  —  3j  ,      ^($)  =  3s*H-2«  — 2 

Ora  l'equazione 

ha  per  radici 
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dunque  sostituendo  nell'equazione 

i#  SS  ax  —^  * 

dell'assintoto  rettilineo,  i  Talcni  successivi  o^  1 ,  —  2  in 
luogo  di  a,  si  otterràv 

Tali  sono  T  equazioni  degli  tre  assintoti  rettilinei  della 

corra  proposta  ;  il  primo  dei  quali  coincide  con  Y  asse 

delle  ascisse. 

Se  le  due  funzioni  /(a),  ^(a)  divengono  nulle,  o 

infinite,  allora  /3  avrà  un  yalore  differente  da  quei  die 

abbiamo  ottenuti^  contuttociò  per  determinarlo,  basterà 

conoscere  il  limite,  od  i  limiti,  verso  i  quali  convergerà 

1 
la  /S  per  —  es  o  ;  Cosi  nella  curva  di  equazione 

X 

j,.  =  cos(l.) 

si  ricava  oc  c=  o  ,  e  nello  stesso  tempo  /3  si  determinerà 
dall'equazione 


^.-co.(l) 


per  valori  infiniti  delle  x\  cioè  cbe  darà 

/S*=1,        ovvero        jS-»  1  ,    i8=— 1 

Ognun  vede  in  questo  taso  che  ad  un  solo  valore  di  a;, 
corrispondono  due  valori  di  j3,  in  modo  che  la  curva 
avrà  due  assintoti  paralleli  all'asse  delle  x  Vale  a  dire 

y=1,     y«=  — 1. 
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139.0  La  ricerca  dei  massimi  e  mimmi  yalcni  di 
ona  fanxione 

dipende  come  si  sa  dalle  radici  di  una  delle  due  equa- 
zioni 

ed  insieme  per  i  medesimi  yalori 

/\^)  (x)  «<  o        nel  caso  del  massimo 
e 

y\*»)  (x)  <  o        per  il  mininvo. 

Oaando  la  funzione  sia  continiia  y  arra  luogo  soltanto 
^(x)  es  o  ,  e  se  le  variabiK  x^  y  rappresentino  due  coor- 
dinate ortogonali  di  una  data  curva,  allora  potremo  dire 
in  generale,  che  nei  panti  ove  si  hanno  le  ordinate  mas- 
sime, e  minime^  la  retta  tangente  sarà  parallela  all'asse 
delle  X  i  come  nel  caso  della  funzione  discontinua ,  le 
rette  tangenti  alla  curva  in  quei  punti  ove  trovasi  Tor- 
dinata  massima  ^  o  minima ,  saranno  perpendicolari  al- 
l'' asse  delle  ascisse  :  quei  punti  delle  curve  ,  ove  l'or- 
dinata, e  l'ascissa  assume  un  valore  massimo,  o  minimo 
non  presentano  generalmente  delle  particolarità  inerenti 
alla  natura  della  curva,  ma  dipendono  unicamente  dal- 
la scelta  delle  coordinate  alle  quali  è  riferita.  Così  per 
esempio  nella  curva  di  equazione 

y  =5  \/'2ax^  —  x^ 
abbiamo  dalla  derivazione 

dv        ,  4a  —  3x 


ix  2]/^2a  —  X 
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^      quindi  la  condizione  y'  =  o  del  massimo,  o  del  minimo, 

darà  4a  —  Soj  ==  o ,    ovvero     a?  =  —  a.  Proseguendo 
la  derivazione,  o  sostituendo  il  valore  della  x,  troviamo 


^ —  Kt«  < 


dunque  alFascissa  ar  ==  —  a   corrisponde    un'  ordinata 

3 

massima  nella  curva.  Sia  di  più  la  curva  del  second'or- 
dine 

si  avrà 

dv         ,  2ar  —  a 


4r  2l/^x^  —  OJ? 

Se  facciamo  y'  =  o ,  si  verificherà  necessariamente 

2a?  —  a  =  o ,        ossia        a:  c=  — 

qual  valore  sostituito  nel  secondo  membro  della  y,  ot- 
terremo i  due  valori  immaginarii 

^  al/"— 1 

y==*= — 5 — 


e  per  conseguenza  all'ascissa  xt=s—  non  possono  cor- 

rispondere  ordinate  massima,  o  minima  :  che  se  si  sup- 
ponga 

1 

allora  dovrà  essere 

x^  —  (WJ  =3  o  ,         cioè        X  CS3  o  ,     a:  =  a  ? 
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In  qaesti .  panti  corrispondono  le  ordinate  y  =  o  ,  le 
quali  si  potranno  riguardare  come  due  specie  di  mmmi. 
1 40.^  Con  egual  facilità  si  giunge  a  determinare  le 
condizioni,  onde  una  curva  Tolga  la  sua  concavità,  o  con- 
vessità verso  l'asse  dell'ascisse.  Consideriamo  di  fatti  il 
rapporto 

per  il  tratto  di  curva  concava  verso  fasse  delle  ascis- 
se, vedremo  che  nella  generalità  al  crescere  della  x  di- 
minuisce la  \f^  e  viceversa,  perciò  la  y  è  una  funzione 
della  indipendente  x^  che  all^aumentare,  o  diminuire  della 
medesima  diminuisce ,  o  cresce  la  funzione,  e  per  conse- 
guenza la  funzione  derivata  da  jf  =sf^{x)^  dovrà  esser 
negativa,  ossia 

/*(*)<  0 

all'opposto  in  una  curva  convessa  verso  l'asse  delle  ascis- 
se, la  funzione  }f  cresce  o  diminuisce  all'aumentare,  o 
diminuire  della  a?,  per  cui  sarà 

n^)  >  0 

Le  curve  di  equazioni 

y^  s=spx'+'  qx^  ,       y  =»  tf  8cn  x 

volgono  costantemente  la  loro  concavità  verso  V  asse 
delle  ascisse,  mentre  in  queste  le  loro  funzioni  derivate 
seconde 

/^=: L-.<o,       y'=  — asena? 

4y^ 

Al  contrario  le  due  curve 


! 
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'  presentano  la  loro  conyessità  verso  Tasse  delle  ascisse,  e 
'        si  verifica 

y''=:(loga)»«'>o,    y"  =  Ì-^>o 

Una  curva  potrà  esser  composta  di  più  rami^  alcuni  con- 
cavi, ed  altri  convessi  verso  Tasse  delTascisse.  Quei  puliti 
nei  quali  la  curva  da  convessa,  diviene  concava,  e  vi- 
céVersa' ,  si  chiamano  fùnU  if  tnflesiùme  ;  ora  avendosi 
ìT^o  per  la  conca>itàj  ed  y^>>o  per  la  convessità: 
ne  siegue  che  se  la  funzione  \f^  ;=sf^'[x)  é  continua  non 
potrà  passare  dai  valori  positivi  ai  negativi,  e  viceversa 
senza  passar  per  k>  zero;  e#ine  '  d^ltroiiide  divorrà  infi- 
nita nel  caso  della  discontinuità,  e  per  conseguenza  le 
radici  di  una  delle  due  equazioni 


determineranno   certi   valori   delle  ascisse  x  alle  quali 
corrisponderanno  i  punti  dMnflessione,  se  làj^{x)  can- 
gierà  di  segno,  e  lay^^^(a:)  non  sia  nulla,  o  lo  sia  con 
J'^y  {x)j  e  cosi  successivamente. 
Nella  curva  di  equazibne 


ax^ 
y  = 


a^ 


abbiamo 


,  l€?x  2a3(a'—  3a?») 


(a*  •+•  «»)4 


2t 
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La  condizioae  ^  ss  o  ,  dari  per  l'ascissa 


a 


1/3    '  1^3 

d 

Di  più  sostituendo  -—  -h  A  in  luogo  deDa  x  nella  y^ 

sì  ha   y^^  <  o   ed —  H-  h ,  dark  y'*'  >  o,  dniK 

que  la  curra  dopo  di  esser  stata  convessa  dair  origine 

fino  all'ascissa  x  cr=  — -—  diverrà  concava,  e  nel  secoiH 

do  caso,  ancóra  passerà  dalla  convessità   alla  concavìià. 
Nella  curva  triiaiendente  sapprasfintaia  dalla. equazione 


t  »  .  • 


y  ssss  1  4»  sen  X 
si  ha 

/  «=  cos  a? ,    y''  =  —  sen  X  ,    y"**  «sa  —  eoa  « , 
La  condizione  /^  =  o  porge  le  radici 

e  la  sostituzione  successiva  di  x^h  invece  delle  x 
nella  /^^  la  rende  successivamente  negativa,  e  positiva^ 
e  perciò  vi  sarà  un'^infinità  di  punti  d'inflessione  j  e  U 
curva  passerà  continuamente  dalla  convessità  alla  con- 
cavità e  viceversa  ;  questo  stesso  accade  per  i  mede- 
simi valori  negativi  della  x.  Non  solamente  i  punti  d'in- 
flessione son  quei  punti  che  presentano  alcune  partico- 
larità inerenti  alla  natura  delle  curve  ;  ma  questi  medesi- 
mi entrano  nella  classe  di  quei  che  in  diverse  curve  si 
chiamano  punti  singolari. 

141.**  Oltre  adunque  ai  punti  d'inflessione  vi  sodo 
nelle  curve,  i  punti  multipli^  i  punti  Molo/t,  o  conjugati^ 
i  punti  di  regresso  j  i  punti  di  orr^^o  ^  ed  i  punti  m- 
lienti. 
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I  punti  maltipU  son  quei  ove  passano  diversi  rami 
di  carva,  in  modo  da  poter  condurre  differenti  rette 
tangenti  :  quando  Inequazione  della  curva  sìa  algebrica, 
e  razionale  la  ricerca  dei  punti  multipli  può  ridursi  a 
quanto  segue  :  Sia 

la  nominata  equazione,  si  avrà  dalla,  derivazione 

Quest'equazione  dovrà  esser  soddisfatta  da  più  valori 
della  tangente  trigonometrica  y^  ^  e  per  conseguenza  si 
dovrà  avere  unitamente  ad  u=^  o 

altrimenti  ai  medesimi  valori  delle  derivate  DxU ,  DyU , 
corrisponderebbero  più  valori  della  y  :  quando  si  tro- 
vino per  le  tre  equazioni 

ti  c=s  0  ,  DxU  «=s  O  ,  DyU  ssa  O 

dei  valori  reali,  allora  proseguendo  la  derivazione  dell' 
equazione,  il  valore  delle  y^  sarà  dato  dalle  radici  dell' 
equazione 

DJii  H-  2D,  DyU  %J 4-  D\u,y'^  —  o 

In  quest'ipotesi  due  rami  di  curva  passeranno  per  il  me- 
desimo punto,  e  che  si  chiamerà  un  funto  doppio.  Sup- 
ponendo che  tre  rami  di  curva  si  riuniscano  in  un  sol 
punto,  svaniranno  in  questo  caso  le  derivate  del  secoud' 
ordine  dell'equazione  u  ^rs  o ,  e  per  dedurre  i  valori 
della  tangente  trigonometrica  / ,  converrà  ricorrere  alle 
derivate  del  terzo  ordine,  e  così  successivamente  .... 
Così  data  la  curva  del  terzo  ordine 

a(y  —  i)  =  a?{x— a)* 
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avremo 

2a/»-*-  2a  (y  —  i)  /  =  3x  —  a  -4-  3  (x  —  a). 

1  valori  reali  che  soddisfino  alle  tre  equazioni  simultaBee 

a  (y — b)  =  x{x — a)\  2a{y — b)  «=  o,  (x— a)  (3jb— a)  «=  o 
sono  eTidenteinente 

E  perciò  in  questo  punto  vi  sarà  un  punto  doppio  della 
curva:  i  valori  poi  della  /  dipendono  daircquazione 

2a/^  =  2a ,         ovvero        y*  =  1 
ossia 

e  per  conseguenza  i  due  rami  di  curva  hanno  le  loro 
tangenti  inclinate  ad  angolo  semiretto,  e  dirette  in  senso 
contrario. 

Prendiamo  ancora  la  curva  del  quarto  ordine  rap- 
presentata dairequazione 

(x»  -i-  y»)»  —  a*(x^  —  y»)  =  o 

la  quale  appartiene  alla  Lemniscata  di  BernouUi,  avremo 
per  le  derivate  parziali  dell'equazione 

Dxu  =  2  (x»-i-y»)  x—  2o»a? 

DyU  =  2  (x»-h  y»)  y  -f  2o*  y 

Ora  il  valore  comune  di  a; ,  e  di  y  che  verifichi  si- 
multaneamente Fequazione  finita  della  curva»  e  le  due 
condizioni 

DjtM    =    O   ,  DyU    =    0 


sono 


xc:=o  I        y  ==  0 
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e  perciò  proseguendo  la  derivazione  si  trova 

D>  c=  2  (x«  -♦-  »*)  -h  4a;»  —  2a» 
D»i«  =a  2  («»  ^  j»)  ^  4y>  -+.  2a» 

Queste  tre  espressioni  per  o^bs  o,  y^so,  divengono 

D*ii=*  — 2a*,    Djti=2a»^   DxD^c=o 
Se  ora  questi  valori  si  sostituiscano  neirequazione 

P>  H-  2Dx  DyU  ^  -h  D»tty'*  era  o 

otterremo 

—  2a» -h  2o»  j'^  =  o 
d'onde 

y'^  —  lz^o        ed        »'=1,        »'  =  — 1 

e  perciò  nelP origine  delle  coordinate  che  coincide  il  cen- 
tro della  curva  i  due  rami  di  curva  hanno  le  loro  tan- 
genti inclinate  ad  angolo  semiretto ,  e  dirette  in  senso 
contrario;  il  centro  adunque  della  Ltmmseaia  è  un 
punto  doppio. 

I  punti  isolati  o  conjugati  son  quei  nei  quali  le 
coordinate  soddisfano  airequazione  della  curva,  ma  che 
nel  medesimo  tempo  sono  interamente  separati  dalla 
curva.  In  questi  particolari  punti  la  funzione  derivata  y' 
deve  essere  immaginaria,  ma  ciò  non  si  potrà  dedurre 
dall'equazione  differenziale  del  primo  ordine  ;  converrà 
adunque  che  le  coordinate  dei  punti  conjugati  soddisfi- 
«io  all'equazioni 

DxK  =  0  ,  D,U  t=s  o. 

Cosi  nella  curva 

ya  =  or*  {x^  —  a*) 
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si  ha 

I  secondi  membri  si  annullano  per 

X  =0  ,        y«=o 

e  perciò  Torigine  delle  coordinate  é  nn  punto  isolata 
142.''  Quanto  in  un  punto  multiplo  i  dee  valori 
della  deriyata  y'  sono  eguali ,  e  die  i  due  rami  si  ar- 
restano in  questo  punto,  si  ha  un  punto  di  regresso.  Sarà 
di  prima  specie  se  le  conTessità  si  oppongono  in  modo 
che  la  retta  tangente  trovasi  situata  fra  i  due  rami  op- 
posti dalla  cunra  :  il  regresso  sarà  di  seconda  specie  se 
nella  retta  tangente  comune  la  convessità  delf  uno  dei 
rami  guardi  la  concavità  del  secondo. 

Cosi  nella  parabola  cubica  di  equarione 

y3  «„  ux*  s=  o 

si  ha  per  le  derivate  delFequazione 

DyU  =  3y« ,        DxU  =  —  2ax 

Ora  alle  condizioni 

y^  — ax*=o^    3y»c=o,    2ax=ao 

si  soddisfa  per  x  es  o,  y  =»  o ,  ed  in  quest'ipotesi  la  de- 
rivata if  diviene  infinita ,  dunque  Torigine  sarà  un  ponto 
di  regresso  di  prima  specie^  e  nel  quale  la  tangente  co- 
mune è  perpendicolare  all'asse  delle  ascisse.  Prendendo 
la  curva  di  equazione 

(  y  —  OJC*  )*  c=  4»a:5, 
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dalla  quale  ricayiamo 

y  a=a  ox^  =h  ix*  j/"jc  ,    }f  tss  2ax  =b  *--  te  j/'x 

15 

Airorìgine  x  =s  o  ,  y  =  o  «  si  ha  y*  =so  eA  insieme 
ff^  =  2a ,  e  perciò  la  y^  conseryando  il  medesimo  se- 
gno, ne  verrà  che  Torigine  delle  coordinate  é  un  punto 
di  regresso  di  seconda  specie. 

I  pnnti  d''arre«to  son  qnei  nei  quali  si  ferma  ìoh 
provisamente  un  ramo  unico  di  curva  :  si  riconosceranno 
questi  punti  col  cercare  quei  valori  della  x^  dopo  i  quali 
l'ordinata  y  diviene  immaginaria  se  era  reale  ,  e  vice- 
versa :  onde  poi  in  uno  di  questi  punti  non  vi  passi  che 
un  sol  ramo  di  curva^  la  ordinata  y  ammetterà  un  valore 
unico  per  ciascun  valore  delKascissa  x.  Nelle  curve  rap- 
presentate dall^equazioni 

si  ha  un  punto  à^arresto  airorigine. 

Finalmente  si  diranno  punti  salienti  ove  si  fermano 
due  rami  di  curva,  in  modo  che  le  rette  tangenti  for- 
mino fra  di  loro  un  certo  angolo  :  le  ordinate  dei  due 
rami  diverranno  tutte  due  immaginarie  da  un  lato,  e 
dairaltro  di  questi  punti,  quantunque  i  due  rami  di  curva 
sieno  determinati  da  equazioni  distinte  :  per  questo  mo- 
tivo i  punti  saiienii  differiscono  dai  punti  multipli.  Nella 
curva  trascendente 

X 

y  =  — T7 

1  -t-«* 
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per  0?  =  o  si  ha  sempre  y  s=  o ,  o  si  faccia  passare  la 

X  per  valori  positivi»  e  per  yalori  negaiiyL  Prendendo 

la  derivata  si  avrà 

/= : H- 


1«4-éjc  a?e"* 


rM-H««  j 


Facendo  ora  ar=  o  ,  trova  y'  =  o  ,  ed  j'«=  1 ,  se- 
condo che  si  faccia  passare  la  x  per  valori  positivi,  o 
negativi  :  >  e  perciò  V  origine  è  un  ponto  ioUenie  della 
curva.  Cosi  anche  nella  curva  di  equazione 


abbiamo 


1 
y  =  0?  are  tang  — 

X 


1            ^ 
y'  =  are  tang 


e  si  troverà  per  d?e=3  o,  /c=sijr,  od  /  =  —  in 
condo  che  la  rr  passi  per  valori  positivi,  o  negativL 

Chi  desiderasse  un  maggior  sviluppo  della  dottrina 
degli  assintoti ,  e  dei  punti  singolari  potrà  consaltare 
Fopera  del  sig.  Blanchet  intitolata^  ComplemefUs  de  Ma- 
thémaiiques  spéefdes^  Paris  1838. 
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SvMa  mbura  ddla  Cwrvaiura  di  una  ewva  piana  m  tm 
punto  dato.  Raggio  di  curvatura j  Centro  di  curvatura 

e  Ctreolo  osculatore. 


1 43.**  L'uniformità  di  carvatara  che  presenta  in  ogni 
suo  ponto  la  circonfercnia  di  un  circolo  ha  sommini- 
strato ai  geometri  Tidea  di  misurar  la  curvatura  delle 
differenti  curve  nei  respettivi  loro  punti  per  mezzo  del 
contatto  di  altrettanti  circoli  di  raggio  continuamente 
variabile,  e  di  comun  curvatura  con  la  linea  data,  al- 
lora la  maggior,  o  minore  lunghezza  del  raggio  di  que- 
sti circoli  porrà  in  evidenza  la  minor  o  maggior  curva- 
tura della  linea. 

Sia  primieramente  R  il  raggio  di  un  circolo  che  tocca 
una  retta  in  un  punto  dato.  Se  si  fa  crescere  indefini- 
tamente il  raggio  R  è  evidente  che  la  porzione  della  cir- 
conferenza che  si  avvicina  al  punto  di  contatto,  si  ac- 
costerà continuamente  alla  retta  in  questione,  e  Terrà 
sensibilmente  a  confondersi  con  la  medesima,  quando  il 

rapporto  —    differisca  pochissimo  dallo  zero.   All'op- 

posto  la  circonferenza  si  curverà  sempre  più,  se  il  rag- 

1 
gio  R  venendo  a  diminuire  cresca  il  rapporto  -^quin- 

1  * 

di  è  che  il  rapporto---    si  potrà  prendere  per  misura 

R 

di  ciò,  che  si  può  chiamare  Curvatura  del  Circolo. 

Sieno  ora  or,  y  le  coordinate  rettilinee  di  un  punto 

qualunque .  della  circonferenza,  f  l'^angolo  d'inclinazione 

della  retta  tangente  al  medesimo  punto  rapporto  all'asse 

delle  x^  ed  $  V  arco  compreso  fra  un  punto  fisao  ed  il 

punto  (j7,  y).  Passando  dal  punto  (a?,  y)  al  punto  infi- 

nitttiienle  Ticino  (  x  «h  Ax  ,  y  -f-  Ay  )  rappresenteremo 
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egaalmente  per  Af  ^  Ài  i  corrispondenti  incren^nti  ii. 
finitesimi  deirinclinazione  (ù  ,  e  delFarco  s  :  sotto  ^esu 
condizione  l^angolo  tp  crescerà  o  decrescerà  nell'inlerrallo 
infinitesimo  As  dei  due  puntL  Ciò  posto  é  chiaro  cèe 
r  arco  db  Ai  compreso  fra  i  due  punti  dati  appartiene 
al  raggio  R  ,  e  T  arco  dt:  Acp  al  raggio  1  ,  e  siccome 
rangole  compreso  fra  le  due  tangenti  ai  punti  (or,  y), 
(x  -4-  Ax  ,  y  +  A]()  è  eguale  all'angolo  compreso  fra  i 
due  raggi  perpendicolari  alle  tangenti^  perciò  avremo  la 
proporzione  geometrica 

1  :  R  :  :  =t:  A9  :  Af 

dalla  quale 

p_^A«  1 A<p 

Aq?  R  à» 

La  seconda  di  queste  espressioni  rappresenterà  la  eurcth 
tura  dd  Ctreolo. 

1 44.*"  Immaginiamo  adesso  due  punti  (  a?  ,  y  )  ed 
(j?  -H  Aor ,  y  +  Ay  )  in  una  curva  piana  qualunque  ,  e 
secondo  il  consueto  sia  s  l'^arco  compreso  fra  un  puDto 
fisso,  ed  il  punto  (x,  y),  sarà  dt:  As  l'arco  compreM  fra 
questi  punti,  che  noi  supporremo  assai  vicini,  onde  Tin- 
clinazione  f  della  curva  al  punto  (j^,  y)  rapporto  alT 
asse  delle  x  possa  crescere ,  o  decrescere  in  un  modo 
continuo  in  tutta  Testensione  del  medesimo  arco  Ai. 

Il  rapporto 

~Ai 

Tarlerà  in  generale  con  V  arco  =i=  Ai ,  e  si  diiameii 
Curv€Uura  media  dell'  arco  ;  e  se  i  due  punti  {x  ^  y) 
(a?  H'  Ax ,  y  H'  Ay  )  si  accostano  indefinitamente  fra  di 
loro  in  modo  da  annullarsi  gli  incrementi  Ax,  Ay,  allora 
le  due  quantità  infinitesime  d=  Ai  »  dr  A9  convergeranno 
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sinmlUmeamente  verso  lo  zero,  ma  considertado  l'incli- 
nazione f  come  funzione  dett'aroo  Sj  il  ran^rto  dei  lo- 
ro incrementi  infinitesimi  convergerà  verso  il  rapporto 
dei  differenziali 

df 

~d7 

quale  sarà  una  quantità  finita ,  e  che  potrà  chiamarsi 
Curvatura  della  linea  al  ponto  {x^  y).  L'angolo  dr  A9 
compreso  fra  le  tangenti  estreme  dell'  arco  Ai  dicesi , 
angolo  di  contmgenxa.  Dalle  stabilite  riflessioni  ne  segno, 
che  chiamando  p  il  raggio  di  quel  circolo^  che  con  una 
curva  ha  comune  in  un  dato  punto  il  rapporto 

~d7 


sarà 


0  ìi  ds 


II  centro  di  questo  circolo  si  determina  dal  limite  verso 
il  quale  converge  l'incontro  di  due  normali  consecutive 
alla  curva  :  ed  infatti  chiamando  e  la  corda  dell'arco  A«; 
ed  R  una  di  queste  normali  determinata  dair  incontro 
della  consecutiva,  e  che  potremo  supporre  sensibilmente 
eguali,  è  evidente  che  V  angolo  delle  due  normali,  sarà 
eguale  all'angolo  di  contingenza ,  ed  una  qualunque  di 
queste  normali  R  nel  triangolo  di  Iati  (R ,  R,  G  )  é  op- 
posta ad  un  angolo  che  differisce  dal  retto  di  una  quan- 
tità infinitesima  £,  quindi  si  verificherà  la  proporzione 


s«(|±e) 


sen  A9 


R  ~        € 

Per  conoscere  il  limite  verso  il  quale  converge  il  se- 
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coado  membro  per  rannnllameato  di  Af) ,  e  e  ^  basterà 

osservare  che  si  ha  identicamente 


sen 


a-) 


sen  Af    àtp    às 


R  Af       às     e 

ma 

senAf)        .       ..    As  Af       df 


dunque 


R  d«       p 


la  qnale  coincide  con  Teqnazione  di  già  trovata  :  il 

loro  di  p  rappresenta  il  raggio  di  un  circolo  del  qna- 

d© 
le  la   curvatura  é  eguale    a    -p  ;  se  dunque  a  partire 

dal  punto  (or,  y) ,  si  porti  sulla  direzione  della  normale 
alla  curva  il  raggio  p ,  si  chiamerà  Raggio  di  curvatura 
della  curva  proposta,  e  relativo  al  punto  di  cui  si  trat- 
ta, l'estremo  del  raggio  dicasi  Centro  di  curvatura^  che 
verrà  ancora  determinato  dalP  incontro  di  due  normali 
infinitamente  vicine.  II  circolo  che  ha  questo  ultimo  pun- 
to per  centro  ;  e  per  raggio  il  raggio  di  curvatura ,  si 
chiama  Circolo  di  curvcUuraj  od  anche  Circolo  osculatore. 
Tocca  la  curva  alla  stessa  sua  curvatura,  e  volge  la  soa 
concavità  dalla  medesima  parte. 

145.^  Per  applicare  con  maggior  facilità  l'espressione 
del  raggio  del  circolo  osculatore,  sarà  utile  d^  indicare 
alcune  trasformazioni  che  può  ricevere.  Riprendiamo  per 
Tinclinazione  9  »  e  per  V  arco  s  le  due  formolo 

dy  sen  A         ,       ^  _         _        « ,     ,  .  i 

tang  ©  = ; : ,  d«  «=s(dd7>«-Hly'-4-2dx  dy  cos  A) 

dr*|-dycosA  . 
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e  per  la  differeniiazioae  della  prima  avremo 

(dr  d'y  — -  dy  à*x)  sen  A 
^      4r*-H  dy*  •iT.2da;  dy  cos  A 

quindi  per  la  sostituzione  nel  valore  di  —  verrà 
1  (dr  d*y  —  dy  à^x)  sen  A 


b 


il.-       i»'ll.l 


P  ± 

(dx»  -h  iy*  -i-  2dj;  dy  cos  A)  » 
la  quale  si  potrà  anche  rappresentare  da 

1       _^  (ix  d»y  —  dy  d^j:)  sen  A 

Volendo  introdurci  le  derivate  del  primo,  e  si^condo  or- 
dine dell'ordinata  y,  basterà  avvertire  che 

dy        ,       cLr  d^  —  dy  d»a?        ^ 

e  per  conseguenza  (parag.  40.) 

1         .  y'^sen  A  .  y"sen  A 


p  2.  (^  -H/cos  A)5  sec^  9 

(l4-y'a-l-2y'cos  A)  a 

Nel  caso  degli  assi  ortogonali,  si  ha 

1  ix  d'y  —  dy  à*x 

(da:»  -H  dy»)  a 
ovvero 

p  ^  sec^9 

(1  ^  y')  » 
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Queste  differenti  espressioni  sussìstono  qualonqoe  sia  la 
variabile  indipendente,  il  segno  -f*  avrà  luogo  per  le  cor- 
vè convesse  verso  Tasse  delle  ascisse»  ed  il  s^no  —  per 
le  curve  concave^  poiché  nelle  prime  y^  >  o  e  neUe  se- 
conde /^  <C  0.  Inoltre  è  evidente  che  la  curvatura  si  an- 
nulla, ed  il  raggio  del  circolo  osculatore  diverrà  infinilo 
per  quei  punti  delle  curve^  ove  si  veriGca  j^^  =  o.  Que- 
sta circostanza  ha  luogo  in  generale  per  tutti  quei  punti 
d**  inflessione ,  nella  vicinanza  dei  quali  le  due  derivate 
%f  ,  ^  conserveranno  la  legge  di  continuità.  Se  per  certi 
punti  la  \f^  divenisse  infinita  senza  che  lo  fosse  y^,  nel 
qual  caso  la  tangente  diviene  perpendicolare  aliasse  delle 
ascisse  nel  sistema  degli  assi  ortogonali,  allora  la  curva- 
tura sarà  eUa  stessa  infinita,  ed  il  ragf^  di  curvatura 
si  annullerà;  infine  se  le  due  derivate  ^^  /^  divengono 

ambedue  infinite,  il  valore  di  —    si   presenterà    sotto 

una  forma  indeterminata  e  ne  conosceremo  Teffettivo  va- 
lore per  mezzo  delle  regole  di  già  stabilite  al  parag. 
52  e  segu.  Osservando  poi  che  la  normale  alla  curva  si 
esprime  per 

y  sen  A 

fi  «si; acr  y  sen  A  sec  o 

cosy  ^ 

si  avrà  per  la  determinazione  del  raggio  di  Curvatura, 

la  formola 

1  y^y^sen^  A 

p   '^  ^^  n\\  -H  y  cos  A)^ 

Quando  gli  assi  sono  ortogonali,  diverrà 


3    ^ 


-'•(f) 


Quando  non  sia  dato  che  la  sola  relazione  od  equazione 

«f  =  o  ,        0,     yi*,  y)— o 
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Allora  come  già  Tedeiomo  al  pang.  82. 

e  D>  (D^)»  —  2D;,«  D^  D,  D^  -1-  D^  u^  (  D,»  )») 
ST— ^ 


(D^y 


quai  valori  sostituiti  nell'equazione 
1  j^'sen  A 


■  •  I 


diverrà  t 


5 

(  (Dxu)*  -f-  (D^tt)«  —  2D;pW  Dyii  cos  A  )T 


Qai  pure  nel  ustema  di  assi  oriogOBalì)  sì  ridory'i.!ad 


i k>  I 


1 


(  D*tt  (D,m)«--  2Djctt  Dytt  Dx  Dytt  h-  D»M(D:r«)»^ 


P       "■  ^ 


((D.«)»+(b,«)«) 


9  ■  *'      «  , 


Sotto  qualcuna  di  queste  differenti  forme  è  che  il  rag- 
gio di  curvatura  si  presta  più  meno  facilmente  a  partico- 
lari applicazioni  che  veniamo  successivamente  ad  esporre. 
i46.<>  L'equazione  generale  delle  linee  del  secondo 
ordine  con  ^origine  al  vertice  è 

y*  ==  P^  -+-  q»^ 
Nella  parabola  jr  =  o .  neirellissi  q  <io^e  neiriperbola 
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q'^Oj  ed  i- valori  di  p  ,  9  ,  sono 

2i»  ^  p 

Nella  parabola  a  =:  oo  ,  ed  il  parametro  p  non  diviene 
zero,  ma  sarà  egaale  al  quadruplo  della  distanza  del 
fuoco  dal  vertice  {^).  Differenziando  Fequazlone,  otter- 
remo la  deriyata 

p-h2qx 
»  2y 

dalla  quale  per  una  nuova  derivazione  sarà 

« (p  ■+■  2qx)'  —  Àqy* 

ovvero 


4y3 

Quest'espressione  essendo  indipeiidenie  da  y  ^  manterrà 
la  medesima  forma  per  le  tre  linee  del  second'  ordine. 


{*)  Siano  e,  m  le  distanie  del  fuoco  dal  centro^  •  dal  verti- 
ce deU'ellùsi,  avremo 

c^srs  a*  —  b*  j    4»  ca  a*  —  c^  y    e  es  a 

per  cui 

i*  s=a  2am  —  m* 

Con  questi  valori  ti  ha  per  il  parametro 

4  m  — 


a  a 

Che  per  a  «b  od  si  riduce  a  fyn. 
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Sostituendo  questo  valore  nell'ultima  formola  delP  ante- 
cedente parag.^  e  scegliendo  il  segno  —  poiché  le  curve 
volgono  la  loro  concavità  verso  l'asse  delle  ascisse ,  si 
avrà 

t=-p- 

Cioè  il  raggio  di  curvatura  delle  linee  del  sccond'ordine 
in  ogni  loro  punto  é  sempre  eguale  al  cubo  della  cor- 
rispondente normale ,  diviso  per  il  quadrato  della  metà 
del  parametro;  di  più  per  tutte  le  linee  del  second'or- 
dine  ò  stato  dimostrato  che  chiamando  r  il  raggio  vet- 
tore condotto  dal  fuoco  al  punto  (a:,  y)^  e  9  la  perpen- 
dicolare abbassata  dal  medesimo  fuoco  sulla  direzione 
della  tangente,  si  ha  per  la  normale 

2q 
Così  per  le  stesse  linee  del  second'ordine,  otterremo 


/"= 


2?" 


In  tutti  i  vertici  di  ciascuna  delle  tre  curve  r  s±sq  ^ 
dunque  per  questi  punti 

vale  a  dire,  il  raggio  di  curvatura  p  è  eguale  alla  metà 
del  parametro.  Volendo  adoprare  l'equazione  delle  curve 
sotto  la  forma 

u  =  o  ,        od        y*  — px  —  jfjf'  s=  0 
si  avrà 

Dxt«  =  _(p4.2jra?),    Dytt=2y,    DxDyt#=o 

22 
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Quali  valori  sostituiti  in  una  delle  due  ultime  espres- 
sioni di  p  delPantecedente  parag.,  si  ottiene  egualmeiite 
il  raggio  di  curvatura  p  in  funzione  delle  x,  y  per  tat- 
to le  linee  di  secondo  ordina  riferite  ad  assi  obliqui,  o 
rettangolari.  Ma  noi  riprenderemo  ad  esame  ciascuiia 
delle  tre  curve  in  particolare,  dopo  di  aver  esposto  nuo- 
ve applicazioni  a  certe  curve  trascendenti  e  di  aver  in- 
indicato  differente  altre  espressioni  del  raggio  di  cur- 
vatura. 

iil.^  In  una  Cicloide  con  Torigine  al  vertice  della 
base  si  trovò 

/„l/?l~J^,      e  perciò       H./^  =  ^ 

^       y  y 

Eseguendo  una  nuova  derivazione)  otteniamo  immedia- 
tamente 

Se  questi  valori  si  sostituiscano  nelf  espressione  del  rag- 
gio di  curvatura 

JL 

avremo  a  riduzioni  eseguite 

p  =  2[/^2ay  «=  2n 

Cioè  il  raggio  di  curvatura  in  un  punto  qualunque  della 
cicloide  è  sempre  doppio  della  corrispondente  normale; 
nel  vertice  superiore  della  curva  ove  y  «=»  2a,  si  avrà 

Formiamo  i^ra  il  quadrato  del  valore  generale  di  fi,  vale 
a  dire 

p^  ==  8ay 
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Questa  espressione  può  rappresentare  una  parabola  di 
parametro  Sa ,  ed  il  valore  del  raggio  di  curvatura  nel 
vertice  di  questa  curva  é  precisamente  4a  metà  del  pa- 
rametro.  Se  dunque  lungo  il  diametro  2a  preso  come 
asse  si  descriva  attorno  la  cicloide  una  parabola  di  pa- 
rametro 8a,  il  vertice  di  questa  parabola  toccherà  la 
cicloide  alla  propria  curvatura. 

148.^  Nella  curva  logaritmica  di  equazione 

y  essa  log  X 
si  ricaverà 

a  A 


X        ^  a?» 


Quindi  il  raggio  di  curvatura 

3 


(a»  -Ha:»)' 


ax 


Il  valore  di  p  cresce  al  crescer  della  x.    Prendendo  la 
curva  catenaria  di  equazione 


ed  eseguendo  due  derivazioni,  avremo 

Sostituendo  questi  valori  nell'espressione  di  p  con  il  se- 
gno -H  j  come  curva  convessa  verso  Tasse  delle  ascisse, 
sarà 


a>  f  2  4-  e  «  -4-  T  a  ) 

8y 


a 
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la  quale  si  riduce  evidentemente  a 


»• 


P=T 


AI  medesimo  risultato  saremmo  giunti,  avYertendo  die 
nella  Catenaria  Inarco  $  è  determinato  dalla  formola 


quindi 


8  :=!  a/  =aa  tang  9 


P  "^  d^  "^  *  ^^  ■*"  ^^^^  ?)  =  a  (H-  /») 

nella  quale  sostituendo  il  valore  di  j/"  e  riducendo  tro- 
veremo un  risultato  coincidente  a  quella  di  già  ottenuto 
per  p.  Noi  qui  faremo  osservare  una  bella  proprietà  di 
questa  curva  :  abbiamo  veduto  che  la  normale  alla  Ca- 
tenaria in  un  punto  (x,  y)  si  esprime  per 

a 

e  perciò  nella  Catenaria  la  retta  normale  è  sempre  egua- 
le al  raggio  di  curvatura  rivolto  in  direzion  contraria. 
Ognun  vede  che  questa  proprietà  ò  simile  a  quella  del 
circolo  ove  i  raggi,  e  le  normali  hanno  il  medesimo  va* 
lore  :  aggiungiamo  che  Fcnunciate  proprietà  si  verificano 
generalmente  per  mezzo  del  Calcolo  integrale,  quando  si 
cerchi  la  natura  della  curva,  nella  quale  la  normale  sia  da 
per  tutto  eguale  al  raggio  di  curvatura^  rivolto  nel  me- 
desimo senso  od  in  senso  contrario;  il  primo  caso  ap- 
partiene al  cìrcolo,  ed  il  secondo  alla  Catenaria. 

1 48.°  Oltre  le  differenti  espressioni  di  già  ottenute 
dai  raggi  di  curvatura  ^  ve  ne  sono  delle  altre  che  è 
ben  di  conoscere.  Sia  r  il  raggio  vettore  condotto  dal- 
Porigine  delle  coordinate  al  punto  (Xj  y),  ed  h  la  per- 
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pendicolare  abbassata  dalla  medesima  origine  sulla  di- 
rezione della  tangente  allo  stesso  puito  (x,  y),  sarà  co- 
me dal  parag.  128. 

(xày  —  ydx)  sen  A 

A=d3 ^-^ ^— ^ ,  r*  =«*  4-  y*  +  2jry  cos  A 

'  ds 

Differenziando  il  yalore  di  A,  ed  avvertendo  che  per  la 
formola 

d«>  s=  ix^  -f-  dy>  -t-  2da?  dy  cos  A 
si  ha 

is  Au  e=3  A*x  (ix  -h  dy  cos  A)  -t-  d^  (dy  -t-  d«  cos  A) 
dedurremo 

[dx  (oH-y  cos  A)-4-dy  (y-Hz  cos  A  )  3  (da?  d*y — dy  d'jE;)sen  A 

d^ 

Ora  dalla  differenziazione  di  r» ,  abbiamo 

rdr  ara  ix  (x-hy  cos  A)  -f-  dy  (y  -t-^  cos  A) 
e  dal  raggio  di  cnryatnra 

1  {àx  d»y  — dy  d*x)  sen  A 

p  di 

dunque 

rdr 
dA  = 

e 

d'onde 

rdr 

^^  "dT 

Sotto  questa  forma,  che  noi  faremo  in  appresso  uso  per 
dedurre  alcune  particolari  espressioni  del  raggio  di  cur- 
vatura delle  lìnee  del  secondo  ordine  ;  di  più  se  si  chiami 
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Ai  la  perpendicolare  abbassala  dairorigine  delle  coordi- 
nate salla  direzione  della  normale  al  punto  (a?»  y)  fu  tro- 
vato nel  medesimo  parag.  128. 

rdr 

Al  c= 


ds 

e  perciò 

htàs 

Onesta  nuova  espressione  del  raggio  di  curvatura  ci  diee 
che  per  passare  dal  valore  della  normale 

ft==  ^ 
dx 

a  quello  del  raggio  di  curvatura  basterà  sostituire  in- 
vece delle  y,  ed  x  le  due  rette  perpendicolari  h^ ,  ed  h. 
Questi  differenti  risultati  hanno  luogo,  qualunque  sia  la 
scelta  della  variabile  indipendente,  ed  il  sistema  delle 
coordinate  rettilinee.  Che  se  una  data  variabile  si  scelga 
per  indipendente,  allora  si  troveranno  anche  nuove  espres- 
sioni. Cosi  supponendo  le  x,  y  funzioni  delfarco  «,  avre- 
mo primieramente 


ài  du  s=  d^x  (dx-f-  dy  cos  A)  +  d^y  (dy  -t-  dx  cosA)  s=r  o 


d^onde  con  facilità  otteniamo 


d^x  d*y  dy  d*x  —  dx  d*y 


dy+do;  cos  A       — (daN4»dy  cos  A)      dx'-f-dy  M-2dx  dy  cos  A 
od  anche 

d^x  d«y  .  (  (d*a?)»-f.(d»v)M-2d«jrd»yf<»A)' 


dy+dxcosA    -(dor-i-dycosA)        senA  (da^+dy>+2dardycosA)' 
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qaindi  dal  confronto  di  queste  quantità  eguali  si  ha  per 
le  formole  del  parag.  145 

1        ^  (jjà^^y  -h  (d»y)^  -♦-  2à*x  d'y  cos  A  )^ 
y  d*» 

Ponendo  poi  per  la  notazione  delle  fanzioni  derivate 

*v  dr    ^         dy      ^a  d»j?       ^.  d«v 

Otterremo 

p  c=:  dr  ((D;x)«  +  (  D|y  )«  4-  2D>  DJy  cos  a)"  * 

Al  medesimo  risultato  si  giunge  anche  più  brevemente, 
differenziando  direttamente  i  valori  di  dx,  dy  dati  dalle 
formole  cognite 

dx  +  dy  cos  A  =3  às  cos  (p ,  dy  sen  A  &=  d^  sen  9 

mentre  nelVipotesi  is  costante 


A*x  +  d'y  cos  A  da     à^y  sen  A  dq^ 

~ «=  —  sen  ©  ^  ^     \,       "  =  cos  0  y^ 

ds»  ^  d«  d*»  ^  di 

Elevando  al  quadrato ,  e  facendo  la  somma  deduciamo 
dopo  Testrazione  della  radice  quadrata 

(  (d*x)* -Kd'y)» -4- 2d»x  d*y  cos  A  )•    _      dy        1 

d<»  d*""*  p 

come  già  fu  trovato  al  parag.  144.  Neinpotesi  degli  assi 
ortogonali,  dedurremo  semplicemente 


p  =  rt((D,af)»-f-(D;y)»y* 
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1 49.^  La  supposizione  di  prendere  Tarco  s  per  ya- 
riabile  indipendente  ci  porge  un  occasione  di  far  cono- 
scere^ come  il  raggio  di  carvatura  dipenda  da  un  limite 
di  un  certo  quoziente  :  infatti  se  a  partir  dal  punto  (x,  y) 
si  prendano  sulla  curva  data,  e  sulla  tangente  prolungata 
nella  medesima  direzione  dell'  arco  s  delle  lunghezze 
eguali,  ed  infinitamente  piccole  rappresentate  da  t,  avre- 
mo per  i  valori  delle  coordinate  x  j  i  dell'  estremità 
della  t  portata  sulla  tangente 

t  sen  o  t  sen  (A  —  m) 

sen  A  sen  A 

Come  per  le  coordinate  X,  Y,  delKestremità  di  t  portata 
sulla  curva,  potremo  prendere  in  generale 

Ora  abbiamo 

sen  9       d.r  sen  (A  —  tp)       ày 

sen  A       is  sen  A  ài 

e  prendendo  nello  stesso  tempo 

otterremo  dallo  sviluppo  in  serie 

d*        2  \  d*»  ^    / 


ed  insieme 


dar  .  dy 
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Chiamiamo  adesso  k  la  distanza  fra  panti  (X,  Y),  (x,  y), 
avremo 

»=({X  — x)»H-(Y  — Y)»  +  2(X  — x)(Y  — y)cosA)* 

Qaiadi  per  la  sostituzione  dèi  yalori  si  otterrà 

e  per  conseguenza 

\  \  d«*  /        N  d<»  /  d**     d«»  /  t» 

Il  primo  membro  è  precisamente  il  rapporto  fra  Tunità, 
ed  11  raggio  di  curvaturai  dunque  in  fine 


t* 


p^lim- 

Yale  a  dire  il  raggio  di  curvatura  è  eguale  al  limite 
del  rapporto  che  si  ottiene  dal  dividere  il  quadrato  di 
una  lunghezza  infinitamente  piccola  egualmente  portata 
sulla  curva,  e  sulla  tangente,  per  il  doppio  della  distanza 
fra  le  due  estremità. 

1 50.°  Riprendiamo  ora  in  particolare  le  applicazioni 
dei  raggi  di  curvatura  per  ciascuna  curva  del  secondo 
ordine.  In  una  parabola  riferita  ad  assi  ortogonali,  e  di 
parametro  p,  si  ha 
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quindi  il  raggio  di  cnnratnra 

9  = T^ — 


4r^/l. 


porgerà  per  la  parabola 

ove  r  rappresenta  la  distanza  del  fuoco  dal  ponto  (x^  y). 
Da  questa  formola  conosciamo  che  crescendo  la  or,  cre- 
sce il  ragg'io  p  ,  e  per  conseguenza  la  curvatura,  della 
parabola  va  sempre  a  diminuire  procedendo  dal  vertice 
al  di  sopra,  e  al  di  sotto  della  curva  :  la  supposizione 
di  or  =5  o  darà  il  minimo  raggio,  ossia  la  massima  cur- 
vatura corrispondente  al  vertice  ove  il  raggio  p  si  ri- 
duce alla  metà  del  parametro,  e  si  confonde  con  la  nor- 
male al  medesimo  punto.  Volendo  conoscere  Tespressione 
4el  raggio  p  per  un  punto  qualunque  della  parabola  io 
funzione  del  parametro  corrispondente  al  medesimo  pun* 
to  j  basterà  immaginare  dal  punto  (xjy)  un  diametro 
parallelo  alleasse,  ed  il  nuovo  parametro  m,  sarà 


m  = 


sen'f 

9  rappresenta  secondo  il  consueto  V  inclinazione  della 
curva  al  punto  (j:,  y)  rapporto  all'asse  delle  ascisse,  ma 
al  parag.  121.''  fu  veduto  che 

sen«©  =a  -—^ =  -^ 

^         4j?  -4-  p         4r 

dunque  in  fine  il  raggio  di  curvatura  in  un  panto  qua- 
lunque della  parabola  anunetterà  per  valore 

m 
^      2  sen  9 
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La  sapposizione  di  f  e=s  90<» ,  dà  m  s»  p,  e  si  giunge  di 
nuovo  allo  stesso  risultato  di  già  trovato  per  il  vertice 
della  curva  parabolica.  11  raggio  di  curvatura  essendo 
indipendente  dal  sistema  delle  coordinate  che  si  adotta, 
dovremo  arrivare  agli  identici  risultati,  scegliendo  una 
qualunque  delle  espressioni  di  sopra  stabilite  ;  così  sup- 
ponendo la  parabola  riferita  a  coordinate  oblique  e  dia- 
metrali, e  di  parametro  m,  sarà  egualmente 

j        tn  ^  „  m* 


quali  sostituiti  nella  formola 


3 


(1  H-  f/*  ■4-2/cos  A)  » 
ricaveremo 

3 

(4y a  -4-  m*  +  4  my  cos  A)  > 
^  2m*  sen  A 

ovvero 

(  (2y  -f-  m  cos  A)*  -4-  •»*  sen»  A  )  * 
^^  2m*sen  A 

Qui  Tuso  delle  coordinate  oblique  invece  delle  ortogo- 
nali si  rende  più  vantaggioso  :  infatti  avvertendo  che 
rorigine  delle  coordinate  é  un  punto  qualunque  della 
curva,  così  a;  •»  o,  y  =»  o  darà  immediatamente 

m 


2  sen  A 


Tangolo  A  coincide  con  l"*  angolo  o  delle  precedenti  ri- 
cerche. Per  giungere  al  medesimo  risultato  senza  ren- 
der nulle  le  Xy  ed  y  conviene  introdurci  il  parametro  n 


m 
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della  cnrva  che  passa  per  il  punto  {x^  y)  riferito  a  coor- 
dinate oblique,  e  diametrali ,  e  si  ayrà 

p  p  y^sen  A 

m  =  — ^  ,     n  = ,    tang  ©  = 

sen^A  sen^  °  ^        1  -h  y^cos  A 

dalle  quali 

m        sen^o  ni  sen  A 

—  ass :        tang  o  =ss 

n        sen'A  ^       2y  -|-  m  cos  A 

d'onde 

n  sen^9  m  sen  A       n  s^i  9  cos  : 


f  ,      2</  H-  m  cos  A  = = — 

sen'  A  tang  9  sen  A 


Questi  valori  sostituiti  nell'espressione  generica   di  p, 
somministrerà  dopo  breri  riduzioni 


n 


2senA 


Noi  vedremo  in  appresso  che  la  trovata  espressione  è  co- 
mune a  tutte  le  linee  del  second'^ordine.         ' 

I5l.°  Consideriamo  un'^ellissi  con  Torigioe  al  cen- 
tro riferita  ad  assi  principali  e  di  equazione 

a»        A* 
quindi  dalla  derivazione 

_  *1  ÌL      t/^      _    *^ 
quali  valori  sostituiti  nel  raggio  di  curvatura 
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verrà 


P  = 


a4é4 


ed  eliminando  la  y*  per  mezzo  dell'equazione  della  car« 
va,  ed  introducendo  le  note  sostituzioni 

si  ridurrà  ad 


Z'» 


a& 


É  facile  di  vedere  ora  che  il  secondo  membro  esprime 

il  cubo  della  normale  diviso  per  il  quadrato  della  metà 

del  parametro 

24» 


come  già  si  era  dimostrato;  dalla  medesima  formola  si 
scorge  che  il  raggio  p  diminuisce  al  crescer  della  x,  e 
perciò  supponendo  a;  =  o,  ed  x  =  ±a  otterremo  il 
massimo,  e  minimo  raggio  di  curvatura  ai  vertici  del- 
Tasse  minore,  e  maggiore  :  cosi  per  x  =izt:a  risulterà 
il  minimo  raggio 

i»         p 

Nello  stesso  modo  l'ipotesi  di  a;  =  o ,  porgerà  il  mas- 
simo raggio  di  curvatura  ai  vertici  dell'asse  minore,  ove 
Tellissi  gode  della  minima  curvatura,  e  perciò  in  questi 
punti 

a*        Pi 

2a> 
Pi  indica  il  parametro   —7—  . 
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La  forma  semplicissima  che  il  raggio  di  curratora 
sume  ai  vertici  delP  ellissi  si  estende  anche  ad  un  soo 
punto  qualunque  ;  ed  infatti  sia  (£  il  semidiansetro  che 
dal  centro  si  conduce  al  punto  (or,  y)  e  V  il  suo  con- 
jugato,  h  la  consueta  perpendicolare  abbassata  dal  cen- 
tro sulla  direzione  della  tangente,  A,  rinclioazione  dei 
semidiametri  a  ,  V  obliqui  e  conjugati,  si  avrà  dalle  co- 
gnite proprietà  deirellissi 

ah  ^=d  V  ^Jiki=^ì{h^    ed    A  >=  a  sen  A 

ma  è  «tato  dimostrato,  che 

1  a>*> 


*  = 


X'        y*  |/"a^  y*-H  A4  jc» 


dunque 


aS         44 


La  nuova  espressione  è  simile  a  quella  di  già  ottenuta  ai 
vertici  della  curva;  sostituendo  infine  il  valore  di  A ,  e 
ponendo  per  il  nuovo  parametro  m,  dei  semidiametri 
a',  V 


a 


si  trova 

m 


^ 


2senÀ 


Questo  risultato,  come  già  fu  veduto  è  comune  con  la 
parabola.  Qui  pure  Fuso  delle  coordinate  oblique,  e  dia- 
metrali ci  fa  giungere  più  direttamente  al  medesimo  va- 
lore; infatti  se  a'  y  b^  sieno  due  semiassi  obliqui,  e  dia- 
metrali congiunti  ad  angolo  A  ,  V  equazione  dell^  ellissi 


351 
riferita  a  questo  nuovo  sistema  di  coordinate  sarà  sem- 
pre della  forma 


d'onde 


a'^  ^  V^ 


d^   }l        ^  a'^t 


Sostituiti  questi  valori  nella  formola 

(1  4-  y'i  -4-  2j^cos  A)  * 
"  y'^senA 

verrà 

(  11^4  y»4^  y4  a?>  —  2ijl^  y*  xy  cos  A  )  » 
'^  "*  £^4  i^4  sen  A 

Ora  è  evidente  che  gli  estremi  degli  assi  2a  ,  ^^''sp* 
presentano  punti  qualunque  della  curva,  quindi  facendo 
xssM  cf  ^  ed  y»ao^  avremo  per  il  raggio  di  curvatura 
nell'estremo  del  semiasse  d 

'        fl^sen  A 

Per  mostrare  vieppiù  Fuso  delle  differenti  espressioni 
del  raggio  di  curvatura,  riprendiamo  la  formola  generale 

rdr 
P™  "dT 

Nell'ellissi  ritenendo  che  a  ,  V  sieno  due  semidiametri 
obliqui,  e  conjugati,  potremo  prendere  per  la  distanza  r 
condotta  dal  centro  ad  un  punto  della  curva,  r  s=sj  ^  t 
siccome  dalle  proprietà  deirellissi 

«a  4.  ia  —  j2  ^4'a  ^    ab,=,Vh  —  h  l/^a*  -v-  6»  —  At'» 
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cosi  avremo 

ah 

e  per  conseguenza 

Questo  risultato  é  identico  a  quello  di  già  determinato 
per  altre  considerazioni. 

152.''  Un''iperboIa  con  Torigine  al  centro,  e  di  se- 
miassi principali  a,  h^  avrà  per  equazione  fra  le  coo^ 
dinate  ortogonali  x,  y 


—  — .^  =  1 


Eseguendo  le  derivazioni,,  troviamo 

o*   y    "^  a*  y^ 

Sostituendo  questi  valori  neirespressione  del  raggio  di 

curvatura,  a  coordinate  ortogonali  sarà  come  per  Fellissi 

5 

(«4  y»  -H  W  or?)"* 

Eliminando  la  y'  per  mezzo  deirequazione  della  carva, 
e  facendo  la  sostituzione  di 


verrà 


(e»  a?»  -^  g»)  » 
^^  ab 
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Da  questa  forinola  si  vede  che  il  raggio  di  carvatura  p 
cresce  all'aumentare  della  x,  a  partir  da  xs=izt:a  ^  e 
perciò  la  oorvatura  dell'iperbola  diminuisce  dai  yertici 
al  dì  sopra  e  al  di  sotto  dell'asse  delle  ascisse  :  ponen- 
do perciò  X  fB»:±z  aj  risulta  per  i  vertici  dell'^asse  mag- 
giore il  minimo  raggio  di  curvatura 

*«        p 

per  la  supposizione  di  a?  =  o  ^  il  raggio  p  diviene  im- 
maginarioi  come  d'altronde  è  chiaro.  Se  come  si  è  fatto 
neirellissi,  sia  a'  un  semidiametro  che  dal  centro  dell' 
iperbola  va  al  punto  (x,  y),  A'  il  semiasse  conjugato, 
abbiamo  per  il  lignificato  delle  consuete  notazioni 

ab  esstC  b'  sen  A  osa  ("A ,    ed    A  s=  cTsen  A 


1 a»  J* 


M/x^        y» 
e  perciò  il  raggio  di  carratara  si  trasformerà  in 


f 


■     m 


h^  k       a^sen  A 


ovvero 


in 


2senA 


Quando  la  curva  si  riferisca  ai  due  semidiametri  obli- 
qui ({j  b'  e  conjugati  l'equaziou  della  curva  avrà  sem- 
pre la  forma 

x^  _y^ 
1^       b'^^ 


23 
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ed  il  faggio  di  carratara  verrà  espresso  da 

(  cfi  y>^  &^4  x^  H-  2a'»  A'*  xy  cos  A  )  « 
p«=  ^4  «'4  sen  A 

Qui  pure  l'ipotesi  di  y  «s  o  «   a:  =  rt:  (/,  darà  per  un 
panto  qualunque  dell'iperbola  il  raggio 


c^sen  A 


Infine  se  nella  formola  generale 

rdr 


P 


m  II 

ih 


si  prenda  r  ssmC  ^  ed  «^insieme  dalle  note  proprietà  del* 
l'iperbola 


i{^  —  V^  «=  tf*  —  J*  ,    tfi  =  J'A  =;  A  l/"<i'*  — .  a>  -4-  4* 
otterremo  per  la  differenziazione 

dia        o'«  — o»-4-A»       A'* 
'^         dA  A  A 


TaPé  P  espressione  comune  a  tutte  le  linee  del  seoondo 
ordine. 

153."  Noi  finiremo  di  parlare  dei  raggi  di  corr»* 
tura,  e  del  circolo  osculatore  col  far  conoscere  le  con- 
dizioni analitiche,  onde  il  raggio  p  divenga  massimo ,  o 
minimo,  e  col  dimostrare  ancora  che  il  circolo  oscol»^ 
tore  è  il  limite  verso  il  quale  converge  il  circolo  cbe 
passa  per  tre  punti  infinitamente  vicini  di  una  carva. 

Se  consideriamo  Fespressione  quadrata  del  raggio  ^ 
cioò 

(t  4,  y^i  ,4,  2/cos  A  Y 

P  %f'^  sen»A 
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e  si  eseguisca  una  derivazione  rapporto  ad  »,  avremo 


^3y''*(/^-cosA)-y'^(i^Y^^.2/cosA)^ 


Ora  per  la  condizione  del  massimo,  e  del  minimo  si  ri- 
caverà 
3y"*  (/  -H  cos  A)  —  y''  (1  •♦-  /«  •*.  2^  cos  A  )  «=  o 


NelPipotesi  degli  assi  ortogonali  si  riduce  ad 

Noi  vedremo  che  questa  stessa  condizione  dovrà  aver 
luogo,  onde  il  circolo  osculatore  sia  in  un  determinato 
punto  di  una  curva  data  ad  un  contatto  del  terz**  ordine. 
Cosi  prendendo  una  parabola  di  equazione 

8Ì  ha 


d'onde  supponendo  gli  assi  ortogonali,  la  proposta  con- 
dizione diviene 

4y>  -(•  p2  ss  pa 

alla  quale  non  si  può  soddisfare  che  per  y  :=  o  ed  xssso, 
e  perciò  airorigine  delle  coordinate  j  ossia  nel  vertice 
della  parabola,  corrisponde  il  minimo  raggio  di  curva- 
tura, come  già  si  conosce;  nella  stessa  guisa  per  Tellis- 
8Ì^  e  per  Tiperbola  ai  vertici  dell'  asse  maggiore  corri- 
sponderà il  minimo  raggio  di  curvatura.  Sieno  ora  (or,  y) 
le  coordinate  di  un  punto  qualunque  di  uika  data  cur- 
va^ (jcH-Ax,  y-H-Ay),  (arH-2Aa?-t-A*a?,  y  -h  2Ay  H- A»y) 
le  coordinate  di  due  altri   punti  infinitamente    vicini. 
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ed  X,  Y  le  eoordìnate  del  centro  del  circolo  ohe  passa 
per  questi  tre  pantì,  e  ^,  il  raggio;  ueir  ipotesi  degU 
assi  rettangolari  avreiqo  le  tre  equazioni 

(x  —  X^  àxY  -h  (y  —  Y  H-  Ay)»  =  |^» 

(x  —  X  H.»  2Aar -H  A*Jp)H-f  (y  —  Y  H-  2Ay  H- A^)»  =  p^ 

STilappandq  le  ultime  di^e  otterreaiQ  1^  eq[ui|zioi4  4i  con- 
dizione 

2(a?  —  X)  Aa?H.  2(y  —  ¥)  Ay  H-  Ajpa-+- Ay»  =s  o, 
2{x  r-  X)  (?Ar  +  ^^xl  H-  (2A^  +  A?j?)* 
-4-2(y  —  Y)  (2Ay  H-  A»y)  -*-  (2Ay  H-  A«y)»  =  o 

Quest'  ultima  iq  forza  4^11^  sua  ^te^^dente  si  ridun^à 
aneQra  ad 

2(X  —x)  à^x  +  2  (y  —  Y)  A«y  ^  2 (Ao:» -H  A»»> 

^  4  (Aa:  J^^x  -f-  Ay  A«y)  -i-  (A^x)»  H-  (A»y)»  ==  o 

Dividendo   respettivamente  le  dae   equazioni  di  condir 

zioni  per  gli  ini^nitesimi  ce,  ed  a*  ed  osservando  che  ne^ 

limite 

Ax                              A*j? 
dr  =  lim  —  »...  d'jc  «=  Hm *  •  .  • 

iIvrcQiQ  a^  limiti  1^  tre  equazioni 

(a:^X)»Hr(y^Y)»=:p» 

(a?  —  Y)  dj:  -h  (y  —  Y)  dy  =  0 

{x  -T?  X)  d'a?  -^  (y  — •  Y)  d»y  -fr  do?»  -f-  dy>  =»  o 

Eliminando  dalle  ultime  due  le  differenze  x — X,  y-^Y 
e  sostituite  nel  secondo  mei|iI>ro  dì  p\  otterremo  la  nota 
espressione  del  raggio  di  curvatura  pel  sist^nia  degU 
^m  prtogQpali, 
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Determinazione  analitica  del  eentro  di  curvatura  di  una 
curva  piana.  Teoria  détte  evolute j  e  deUe  evolventi* 


i  54."  Sia  secondo  le  usate  notazioni»  p  il  raggio  di 
curvatura  di  una  curva  piana  corrispondente  al  punto 
(^1  y)t  e  sieno  X,  V  le  coordinate  del  centro  del  circolo 
osculatore,  e  che  si  ridurranno  per  ciascun  punto  della 
curva  data  alle  coordinate  dell^  estremità  del  raggio  p 
portato  sulla  direzione  della  normale  a  partir  dal  punto 
{xy  y),  e  dalla  parte,  ove  la  curva  volge  la  sua  conca- 
vità; ed  avremo  in  generale  una  prima  equazione 

(X_^)a-|.(Y^y)i^2(X  — flp)(Y~^)cosA  =  |&> 

Ove  il  raggio  p  essendo  sulla  direzione  del  normale^  sa- 
rà egualmente  per  la  sua  equazione  come  dal  parag.  1 1 5 


(X  —  a:)  (dx  -+*  dy  cos  A)  -h  (Y  —  y  )  (dy  +  dx  cos  A)= 
dalla  quale 


Y-y  X- 


X 


dx  -i*  dy  cos  A       —  (dy  -+•  Am  coS  A) 

((X—  ;c)»  H-  (Y  — y)»-4-  2 (X  —  J?)  (Y  -  y)  cos  a) 


1 

3 


^(du:-f-dycosA)*-f-(dy-+4rcosA)»-2(dx-hdycosA)(dy-f-dxcosA)cosAj* 
e  che  si  ridujH^à  con  facilità  ad 

Y-y ^-*___ ^___ 


I  I    •  I   I  t  '       »  ' 


dar  -h  dy  cos  A  "^  —  (dy  H-*  dar  cos  A)        sen  A  is 

Da  questa  equazione  potremo  determinare  i  valori  delle 
coordinate  X,  Y^  o  delle  differenze  X  — or,  Y  —  y  dopo 
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di  arer  sostitaito  una  qualniiqiie  dell^  espressioni    trcv 

vate  dal  raggio  di  curvatura  |9;  così  prendendo 


dà 


avremo  simultapeamente 


Y_y  X  —  x 


do;  -H  dy  cos  A ,  \  — {ày  -+-  dx*  cos  A)        d;  sea  A 
d'onde 

do: -f- dy  cos  A     ^  (dy-4- do:  cas  A) 

Y  — y=  — 5 — ^- ,  X  — a:  =  — ^ — 

d<p  aen  A  df  seu  A 

Tali  sono  l'equazioni  dalle  quali  si  otteugonò  i  valori 
delle  coordinate  X,  Y  del  centro  di  curvatura  corrispon- 
dente al  punto  (x,  y)  della  curva  data;  nel  sistema  de- 
gli assi  ortogonali,  si  avrà  soltanto 

Y—     =—     X— a:  =  — ^ 
df  *  df 

Nella  stessa  guisa  scegliendo  là  x ,  per  variabile  indi- 
pendente, e  prendendo  in  generale 

(1  H-y'*-4-2y'cos  A)  » 

ed  insieme  . 

dt  c=r  dir  (1  -f-  /*H-  2y^cos  A)^ 

otterremo  per  le  coordinate  X,  Y  del  centro 

(1  ^  y'cos  A)  (1  -4-  />-!-  2/cos  A) 
Y  —  y  =  ■ 


X  —  j?  =  — 


y^'sen^A 

(y'-H  cos  A)  (1  4-  y'»  -♦-  2y^cos  A) 

y'^sen^A  * 
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Queste  ancora  neiripotesi  degli  assi  ortogonali  si  ridu- 
cono ad 

Infine  prendendo 

^  (dx^  ih  dy»  -¥*  2àx  dy  cos  A)  * 

^  (dx  d»y  —  dy  d'jp)  scn  A 

si  ricaverà  con  facilità 

y  (d*r  -4-  dy  cos  A)  (dar*  rt-  dy»  H-  2dr  dy  cos  A) 

(da?  d*y  —  dy  à^x)  sen*  A 

X  (dy  '4'  dx  cos  A)  (dr»  -4«  dy*-f"  2dr  dy  cos  A) 

(do?  d'y  —  dy  d*x)  scn*  A 

Queste  formole  hanno  luogo  qualunque  sia  la  scelta  della 
variabile  indipendente.  Moltiplichiamo  adesso  la  prima 
per  d'y  -H  d*j;  cos  A  ,  e  la  seconda  per  d^x  ^  d^oosA 
e  facciamo  in  appresso  la  somnuii  otterremo 

{X—x)  (d^x  -H  d*y  cos  A)  -♦-  (Y— y)  (d»y  4-  d^x  cos  A) 

B=  do:*  -4-  dy*  -H  2dr  dy  cos  A 

Riunendo  quesf'ultima  formola  al  valore  di  p^^  ed  alla 
equazione  della  normale,  potremo  dire  che  per  ottenere 
i  valori  delle  tre  incognite  Y,  Y,  0,  basterà  risolvere  il 
sistema  delle  tre  equazioni  simultanea 

(X  — a:)*-4-(Y  — y)*-f.2(X  — a:)(Y  — y)cosA  =  p« 
{X — x)  {dx  -+-  dy  cos  A)  -♦-  (Y— y)  (dy-4-  dr  cos  A)  £=3  o 
(X—x)  (d'x  -f  d*y  cos  A)  -H  (Y— y)  (d*y  •+-  d»x  cos  A) 
—  (dx*  -I-  dy*  H-  2dx  dy  cos  A)  ss  0 
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Nel  sistema  delle  coordinate  rettangolari  si  ha  sempli- 
cemente 

(X  —  a;)  dar  •+•  (Y  —  y)  dy  =is  o 

(X— x)  d*x  H-  (Y— y)d»y  —  dx»  —  dy*  =  o 

É  importante  di  osservare  che  le  nltime  due  per  ciascun 
sistema  provengono  da  una  successiva  difierenziaziooe 
della  prima,  considerando  le  X,  Y,  p  come  costanti. 

155.<>  Passando  ora  dal  punto  (a;,  y  ).  della  carvi 
data  ai  successivi  punti  della  medesima,  varieranno  non 
solamente  le  coordinate  x^  y,  ma  ben  anche  le  coordi- 
nate X,  Y  del  centro  di  curvatura,  quindi  immaginando 
un  movimento  continuo  del  punto  (  a? ,  y  )  sulla  stessa 
curva,  si  descriverà  egualmente  dal  punto  (X,  Y)  una 
nuova  curva,  la  quale  non  sarà  altro,  che  il  luogo  geo- 
metrico dei  centri  di  curvatura  della  linea  proposta.  É 
facile  poi  di  scuoprire  diverse  proprietà  di  questa  cur^ 
va.  Così  differenziando  il  valore  di  p^  rapporto  a  tutte 
le  variabili  x,  y,  X,  Y,  ed  avvertendo  alFequazione  della 
normale,  sarà  primieramente 

(X—x)  (dX-HÌY  cos  A)  -*-  (Y— y)  (dY-t-  dX  cos  A)=|9dp 

Di  più  si  eseguisca  una  diflerenziazione  neìV  equazione 
della  normale,  avremo 

(X  ~  x)  (d»j;  H-  d»y  cos  A)  -+-  (Y-4-y)  (d»y  H-  d>x  cos  A) 

-|-(dX — da:)  (dx-f  dycosA)-|-(dY— dy)  (dy+dar  cos  A)=o 

la  quale  in  forza  deirultima  equazione  del  primo  siste- 
ma ottenuto  alla  fine  dell'antecedente  parag.  ai  ridurrà 

dX  (àx  -f-  dy  cos  A)  +  dY  (dy  «4-  dx  cos  A)  e=  o 
Quest'ultima  equazione  ci  dice  che  le  rette  tangenti  alh 
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cnrva  proposta  nel  ponto  (x^  y)^  ed  alla  linea  dei  cen- 
tri nel  corrispondente  punto  (X,  Y)  s'incontrano  ad  an-» 
golo  retto,  e  per  conseguenza  il  raggio  di  curvatura  è 
sempre  tangente  alla  linea  dei  centri  nei  rispettivi  suoi 
punti  (X  ^  Y)  ;  ciò  si  scorge  ancora  dalf  osservare  che 
la  combinazione  di  quest'ultima  formola  con  Tequazione 
della  normale  porge  immediatamente  Tequazione 

X—X  Y— y 


dX  dY 


la  quale  appartiene  alla  retta  tangente  la  linea  dei  eett-* 
tri  nel  punto  (X,  Y).  Sia  S  un'^arco  della  linea  dei  cen- 
tri compreso  fra  un  punto  fisso,  ed  il  punto  (X^Y),  si 
avrà 

dS>  =  dX>  -+-  dY>  H.2dX  dY  cos  A 

Inoltre  dalla  relazione  trovata  fra  i  differenziali  dx,  dy, 
dX,  dY^  si  ricava 

dr  -f-  ày  cos  A       dy  -f-  dx  cos  A 
dY  —  dX 

della  quale  il  valor  comune  è 

dx  -H  dy  cos  A       dy  -H  dx  cos  A        d^  seh  A 
dY  "^       —  dX         ^       3S 

e  perciò 

<1Y 

Ax  •+-  dy  cos  ktxs  it  sen  A  — 

dS 

dy  -H  da?  cos  Ae=— d*  senA  jg 

Sostituendo  questi  valori  nell^equazione  della  normale 

Y— y  X  — a:  p 

dy  -f.  dy  cos  A      — (dy  -f»  dx  cos  A)        scn  A  d^ 
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otterremo 

V  ««Y      _  dX 

Se  queste  stesse  diRcrenze  Y  —  y,  X  —  x^si  sostitoi- 
scano  nel  secondo  membro  della  trovata  espressione  di 
pdp^  verrà  con  facilità 

dSc»dp 
ciò  che  porge 

Vale  a  dire  il  raggio  di  curvatura  é  sempre  eguale  al 
corrispondente  arco  della  linea  dei  centri,  o  da  esso  ne 
differisce  di  una  quantità  costante. 

1 56/  Premesse  queste  proprietà  della  linea  dei  ces- 
tri immaginiamo  attorno  alla  medesioEia  curva  un  filo  ine- 
stensibile, il  quale  la  rìcuopra  totalmente,  o  ne  differi- 
sca dì  nua  data  linea  retta,  se  svolgiamo  questo  filo  in 
modo  che  un  estremità  rimanga  sempre  tangente  alla  cur- 
va dei  centri  nei  successivi  suoi  punti^  Faltra  estremità 
descriverà  la  linea  proposta;  la  curva  che  col  suo  stoI- 
gimento  genera  una  seconda  curva  si  chiama  tvobUa , 
come  la  generata  si  dirà  evdvenie.  L'equazione  dell'evo- 
luta 9Ì  determina  dalla  combinazione  di  due  dell'espre»' 
sioni  delle  differenze 

Y  — y,    X  — X 

stabilite  nel  parag.  154;  cioè  ridncendo  i  valori  di  X,  Y 
a  funzioni  di  una  sola  variabile  per  mezzo  delF  equa- 
zione della  linea  data;  si  eseguirà  un  eliminazione 
di  questa,  per  cui  restando  una  sola  relazione  fra  X,  Y 
apparterrà  evidentemente  ali^  equazione  della  linea  dei 
centri,  o  dell'evoluta.  Per  facilitare  le  applicazioni  sce- 
glieremo in  particolare  le  espressioni 

Y-^yss ,     X— OPess ^ 

df  éf 
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od  anche 

le  ({uali  tutte  sussistono  nel  sistema  degli  assi  ortogcmali. 
Viceversa  data  Pequazione  fra  le  coordinate  X^  Y  della 
evoluta  si  potrebbero  determinare  i  valori  delle  x^  y  atti 
a  rappresentare  Tequazione  della  evolventei  infatti  ripren- 
dendo il  sistema  di  equazioni 

dY      ^  dX  ^ 

avremo 

Riducendo^  il  secondo  membro  a  fqnzione  di  una  sola 
variabile,  si  avrà  dall^eliminazione  di  questa,  una  rela- 
zione fra  or,  y,  che  rappresenterà  requazione  della  curva 
evolverUei  la  risoluzioqe  di  questo  problema  dipende  però 
dal  Calcolo  Integrale,  onde  poter  determinare  V  arco  S 
della  evoluta,  quindi  é  che  da  noi  le  applicazioni  si  ri- 
serveranno nel  Calcolo  Integrale^  e  potrà  intanto  consul- 
tarsi una  mia  Memoria  pubblicata  nel  1839  (^),  e  che  tro< 
vasi  ancora  recentemente  stampata  nel  tom.  26  del  giorna- 
le di  Matematica^  che  si  pubblica  in  Berlino  dal  sig.  Creile. , 
1 57.®  Suppóniamo  pertanto  che  vogliasi  determinare 
l'evoluta  della  parabola  di  secondo  ordine;  si  avrà  co- 
me già  abbiamo  più  volte  osservato 

d'onde  supposti  gli  assi  ortogonali,  le  ditEerenzeX— «or, 
Y-— y,  ottenute  neirantecedente  paragrafo  diverranno 

—  y^—fJ.  ^y\  ,       X  — x=2a:4-Y 


Y 


(*]  Gioroale  Arcadico  voi*  79. 
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dalle  quali 


— f(^-^)'    "" 


P 


ed  eliminando  la  x,  risalteri 

f6 


Y» 


27p 


(-0 


TaFé  I''fvo2tt/tf  della  parabola,  e  suol  chiaffltisi  pataJkdu 
cubica^  mentre  la  sua  equazione  rappresenta  una  linei 
del  terzo  ordine,  ed  è  inclusa  nella  classe  delle  corre 
paraboliche.  A  questa  medesima  equazione  Siam  gionfi 
al  parag.  121  nel  cercare  il  luogo  geometrico  dei  punti 
dai  quali  si  possono  condurre  due  normali  alla  parabo- 

la  ;  la  supposizione  di  Y<=ao,  dà  Xcts-^,  ciò  india 

che  la  curva  evoluta  ha  la  sua  origine  sull'asse  della  pa-' 
rabola  ad  una  distanza  del  tertice,  eguale  alla  metà  del 
parametro  :  questa  conseguenza  si  deduce  anche  dal  ri- 
flettere che  al  vertice  delta  parabola,  il  raggio  di  cur- 
vatura é  precisamente  eguale  alla  met&  del  parametro  fr, 
e  perciò  é  facile  i(  concludere  che  fra  i(  raggio  di  cur- 
vatura p  della  parabola,  e  Tarco  S  della  evoluta  coiih 

preso  fra  il  punto    YissO,     Xr=-^^ed   un  poni» 

variabile,  avrà  luogo  TequazioBe 

Di  più  devoluta  della  parabola  è  composta  di  dne  rami 
infiniti  eguali,  e  simili^  i  quali  volgono  la  loro  conves- 
sità verso  l'asse  della  parabola,  ed  il  punto  Y=so,X  =  -^ 

è  un  punto  di  regresso  di  prima  specie,  ove  la  retta  tan- 
gente confondendosi  con  Tasse  delle  ascisse ,  sarà  per-' 
pendicolare  all'asse  delle  ordinate. 


165 


In  all'ellissi  determinata  dall'equazione 


|BÌ  ha  per  le  deriyate 


A*  X         ,.  *4 


^  n.^     •,     ^     ^    ^^         Àa 


a»   y        ^  a»  jJ5 


qaindi  rei|uazioni  dell'evoM^^  direrraniio 

Per  eseguire  più  facilmente  P  eliminaziooe  si  prendano 
(lairequazione  della  curva  i  valori  di  i^  ^  y^ ,  cio^ 


«»« 

y*  •=  ^  («»  —  4f») 

e  sostituendo  il  primo  nella  seconda,  ed  il  secondo  nella 

prima,  e  ponepdo 

a*  —  b* 

«=.e» 

troveremo 

^all^  quali 

aX       «3 

*Y           y5 

e*   •-  4»3    ' 

c>    °°'       *3 

ovvero 

/ 

I 

'aX\3         « 

/*Y\?               y 

( 

.?■;  "T' 

Kc  J     ^       T 

Eseguendo  i  quadrati,  e  sommando,  risulterà  evidente-* 


Ì66 

mente  per  l'eqaaziooe  della  evolnta  dell'ellissi 

TaFè  r  equazione  che  abbiamo  iroTata  nel  parag.  122 
per  delerminal'e  il  luogo  geometrico  dei  paoli  dai  quali 
si  possono  condarre  tre  normali  airellissi.  Questa  csm 
incontra  Tasse  delle  x  à  due  eguali  distanze  dal  centro 
espresse  per 


X 


a  a  *  \         a/ 


ed  incontra  Tasse  delle  y  a  due  distanze  parimenti 
li,  e  che  sono 

Quindi  è  che  le  respettive  distanze  di  questi  quattro 
punti,  dai  vertici  dell'asse  maggiore,  e  dell'asse  minore 
saranno 

b^  a* 

a  b 

le  quali  coincidono  con  i  raggi  di  curvatura  ai  mede- 
simi vertici*  La  curva  è  dunque  formata  di  quattro  ra- 
mi eguali  e  simili,  e  similmente  situati  rapporto  al  cen- 
tro deirellissi,  e  volgono  tutti  la  loro  convessità  verso 
Tasse  delle  ascisse  e  delle  ordinate;  di  più  nei  punti 

Y  =  .,    X  =  ±(.-^) 
l'asse  delle  ascisse  é  tangente  alla  curva,  e  nei  punti 

X-..  v  =  .(._!^) 


367 
rass€  delle  ordinate  si  confonde  eon  la  retta  tangente. 
All'equazione  dell'^evolnta  deirellissi  si  giunge  anche  con 
)a  medesima  facilità,  facendo  uso  di  altre  formole.  Cosi 
riprendendo  le  formole 

eé  osservando  che  Tequazione  dell'acuissi  può  essere  rap- 
presentata dai  due  sistemi 

xmzzacùiif j    y=3&sen« 
come  già  abbiamo  Yeduto  nel  parag.  122,  avremo 

lang  p  =a  —  —  -,-,  d^  99  — *  a  sen  t>  dt» ,  dy  «=>  6  cos  v  do 

e  perciò 

è 
tang  y  srs  —  —  cot  « 

d*onde  dalla  differenziazione^  ed  eliminazione  di  tangp, 
verrà 

aòAv 

a^senH?  •+•  ó*  cos'c 

Con  questi  valori,  le  differenze  X  —  jf  ,    Y  —  y  diver- 
ranno 

cost?  (a'sen't?  "-H  A*  cos»u) 


X  — o  a  cos  I» 


I»        I  ■  ■  ^n» 


a 
seni?  (a*  sen^tJ-*-  J*cos*  v) 

9  «i»«i^n^^-»»w^»"— ^■-•^— ^^^^— ^^"^p— ■- 


Y  —  i  sen  9 

ò 

dalle  quali 

_.      (a»— A>)        ,  ^  (a»  — A»)        , 

Y  S9 1— - — L  sen^  t; ,      X  =»  —  1- '-  cos'  « 

ò  a 
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qaindi 


EleyaQclQ  al  quadrato,  e  sommando  verri 


oos  V 


la  quale  coincide  con  cpanto  si  è  di  g|à  trovato   per 
ultre  considerazioni. 
TfeUo  $teS30  iQpdo  preadendo  un'iperboU  di  equazione 

e  ponendo 

^a  ^  i»  —  ^a 

si  troverà,  con  ripetere  i  medesimi  calcoli  di  già 
ffjiti  p^  TeUissi  per  reqaazione  delia  sua  evolata 


(ff  -  (?) 


a 


t 


Questa  equazione,  come  già  abbiamo  veduto  nel  parar» 
grafo  123  rappresenterà  il  luogo  geometrico  dei  punti 
dai  quali  si  possono  condurre  tre  normali  airìperbola. 
La  ritrovata  curva  incontra  Tasse  delle  aseiaae  4  due 
eguali  distanze  dal  centro  espresse  per 

non  potrà  mai  incontrare  Tasse  delle  ordinate,  come  si 
vede  dalla  medesima  equazione,  nella  quale  Tordinata  ¥ 
diviene  immaginaria  per  X  =  0. 
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i$8.^  Per  mostrare  mia  qualche  applicaxione  alle 

curve  trasceDdenti,  consideriamo  primieramente  una  ci- 
cloide con  l'origine  delle  coordinate  al  vertice  della  base, 

per  la  quale  si  verifica 

quindi  per  le  coordinate  X,  Y  del  centro  di  curvatura, 
avremo  dalle  consuete  equazioni 


_y  =  — 2y,    \  —  x  =  2yy 


ovvero 


Y  =  — y,    X— «=2(2ay  — y«)* 

Per  eseguire  Teliminazione  delle  x^  y,  sarà  utile  di  ri- 
chiamare i  loro  valori  espressi  dalle  equazioni  finite  ' 

X  es  a  j^  —  sen  tt) ,     y  =3  a  (1  *-  cos  ti) 

dalla  seconda  delle  quali 

i. 
a  senuss  (2iiy  — y*)» 

e  perciò,  prendendo  l^assoluto  valore  della  Y  otterremo 
per  le  coordinate  X,  Y 

X  «ss  a(u  «f*  sen  ti)  ,      Y  «=  a(1  —  cos  ti) 

La  coesistenza  di  queste  due  equazioni  appartiene  ad 
una  cicloide,  nella  quale  2a  esprime  il  raggio  del  cir- 
colo generatore,  e  perciò  Fevoluta  della  cicloide  è  un' 
altra  cicloide  eguale,  e  simile  alla  evolvente,  od  in  al- 
tri termini  la  cicloide  è  una  curva  evoluta  di  se  stessa. 

24 
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PreBdiamo  ancora  una  spirai  logaritmica  determi- 
nata dall'equazione 

are  tang  —  «=  a  log — ^ 

y  * 

si  ayrà 

.^yH-gj?      .,  _  a(i  -^  g')  (j'  -H y') 

Con  questi  ralori  otterremo 

a:  —  ai/                                    (v  ■+•  <**  ' 
Y— y=^ ^,      X— «— — -^2 

d'oade 

^"  a  •     ^  a 

dalle  quali 

or  s=s  a  Y  j        y  =  —  aX 

Sostituendo  i  valori  di  x^  y  neirequazione  della  «irra, 
verrà 

Y           ^      /a|^X»  H-  Y»\ 
—  are  Ung  —  =  a  log  ( ) 

la  quale  avvertendo  airequaxione 

X  Y         ff 

are  tang  ^  -»-  are  Ung  j"  =  y 

avremo  in  fine 

are  Ung-- a  log  a  =  alog 

É  facile  di  vedere  che  quesU  equazione  rappresenta  noa 
nuova  spirale  logaritmica  delle  medesime  dimensiooì  che 
Tantecedente^  e  perciò,  come  accade  nella  cicloide,  dallo 
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STolgiomto  della  spirai  I<igaritiiiica  si  genera  «na  niiOTa 
spirale  logaritmica  egualci  e  simile  alla  sua  evoluta  ;  noi 
riprodurremo  la  dimostrazione  di  questa  proprietà^  quan- 
do parleremo  delle  curve  riferite  a  coordinate  polari. 


Sul  eatUaiio  delle  curve  piancj  e  sui  differenti  ordini 

dd  tnedeeimo. 


r 


159."*  Consideriamo  due  curve  piane  rappresentate 
dairequaaioni 

y«=f(x),        y  — F(a?) 

fra  le  coordinate  a^ ,  y  o  rettangolari ,  od  oblique.  Se 
queste  due  curve  s^incontrano  in  uno,  o  più  punti ,  si 
verificherà  allora  l'^equazione 

f(x)  «  F(*) 

ed  il  numero  delle  radici  reali  di  questa  equazione  in- 
dicherà il  numero  dei  punti  d' intersezione.  Chiamando 
poi  A  un  incremento  infinitesimo  deirascissa  «,  si  avrà 

f(x 4- A)  =  {(x)  -+-  kr(x^9h) 

r(x  ^k)^  T{x)  H-  h  F'(x  -♦-  fiiA) 

delle  quali  la  differenza  sarà 

t(x  ^h)  —  F(x  ^k)  ^  hiP(x^Gh)  —ry  ^6ih)2 

1  numeri  9,  di  sono  compresi  fra  zero,  e  l'unità;  1^ in- 
cremento k  si  può  prendere  piccolo  in  modo  che  il  se- 
gno della  differenza 
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coincida  Con  il  segno  della  differenza  delle  funzioni 

f»  —  r{x) . 

In  qaest^ipotesi  la  differenza  delle  due  ordinate  Tariate, 
cangierà  di  segno  con  la  A,  per  cui  la  seconda  curva 
intersecherà  la  prima.  Supponiamo  adesso  che  le  due  cor- 
vè date  si  tocchino  in  un  determinato  punto  (or,  y)  io 
modo  da  aver  la  retta  tangente  commune,  allora  si  dice 
che  le  due  curve  ammettono  fra  di  loro  in  questo  pun- 
to un  contatto,  ove  si  verificherà  evidentemente 

r(x) = F(x). 

Il  c<miatto  in  proposito  si  chiama  di  prmo  ordmei  ia 
questo  Caso  è  facile  il  vedere  che  la  differenza  delle 
due  ordinate  corrispondenti  all'ascissa  a:  •+-  A)  sarà  deUt 
forma 

1  nuovi  numeri  9,  6^  sempre  ^o,  e  ^1.  Qui  pure 
si  potrà  sempre  ottenere  per  valori  piccolissimi  di  A,  ck 
le  due  differenze 

r»  ~  ir\x) ,  r{£  -t-  Gh)  ~  r'(x  ^  o^k) 

conservino  il  medesimo  segno,  dunque  allora  la  diffe- 
renza 

f(rH-A)  — F(a?-4-A) 

rimarrà  invariabile  al  cangiar  di  segno  della  A,  e  pe^ 
ciò  la  seconda  curva  che  trovasi  con  la  prima  nel  ponto 
{x^  y)  ad  un  contatto  di  primo  ordine  cesserà  d^incoa- 
trarla. 

1 60.^  Supponiamo  inoltre  ,  che  in  un  determinato 
punto  (07,  y)  delle  due  curve  oltre  le  condiziol^ 

£|x)«F(a:),       ^(x)«F'(x) 
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sussìsta  ancora 

r(x)  =  F'V) 

si  dirà  che  le  due  curve  hanno  in  questo  punto  un  con- 
tatto  di  secowtordtne  ;  qui  pure  la  differenza  delle  due 
ordinate  corrispondenti  alia  ascissa  x  +  A ,  sarà 

e  per  le  medesime  ragioni  di  già  riportate  la  differenza 

((x  H- A)  —  F(x -h  A) 

yarierà  al  cangiar  di  segno  della  A>  e  per  conseguenza 
nel  contatto  di  secondo  ordine  le  due  curve  si  travar- 
seranno  toccandosi.  Come  già  abbiamo  veduto,  il  raggio 
di  curvatura  dipende  dalle  funzioni  derivate  del  primo 
e  second'ordine  dell'ordinata  y,  quindi  il  circolo  oscula- 
tore si  troverà  in  generale  ad  un   contatto  di  secondo 
ordine  nei  differenti  punti  di  una  curva  piana,  in  modo 
che  avrà  la  proprietà  di  toccare,  e  di  segare  insieme  la 
curva  in  tutti  quei  punti  ove  Tordine  del  contatto  non 
divenga  superiore  a  2.  Due  curve  pertanto  che  sono  fra 
di  loro  in  un  determinato  punto  ad  un  contatto  di  se- 
condo ordine  avranno  la  medesima  retta  tangente,  il  me- 
desimo circolo  osculatore,  e  si  diranno  curve  osculcUrici 
quantunque  possa  accadere  che  due  curve  sieno  òscula- 
trici,  e  pur  tuttavia  il  loro  contatto  appartenga  ad  un 
ordine  superiore  al  secondo  ;   aggiungiamo  di  più  che 
due  curve  osculatrici  volgeranno  la  loro  concavità  dalla 
medesima  parte;  ed  il  contatto  prende  il  nome  di  oicur- 
ìaxùme.  Nello  stesso  modo  se  alle  antecedenti  condizioni 
dell'eguaglianza  delle  funzioni,  e  delle  derivate  del  pri- 
mo^ e  second'ordine,  si  aggiunga 
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il  contatto  delle  curve  si  dirà  del  terzo  ordine  e  la  sdita 
differenza  delle  ordinate  corrispondenti  all'^ascissa  a:  +  i 
si  esprimerà  per 

f(x+h)  —  F(x^-A)  =      ■  (  f i'(rr^-flA)— F«^  (jt-h», 

lu  questi  punti  le  curve  si  toccano  sema  traversar»,  li 
generale  diremo  che  se  per  un  punto  (or,  y)  cornane  i 
due  curve  date  si  verifica 

•  ((x)  =  f(t),  r(x)  =  r(x),  r(x)=F7a.) 

....  «»-«)  {x)  s=  F(»-')  («)  j     f  ")(«)  =  F(-J(ar) 

arranno  queste  an  eo«UMo  MtoriUne  n,  nelle  quali  h 
consueta  differenza  delie  ordinate  rapporto  all'ascissa  x  \  i, 
sarà  <») 

Quando  Tordine  del  contatto  appartiene  ad  un  namero  n 
pari,  le  due  curve  si  traverseranno  toccandosi,  come  per 
il  numero  n  ìmpari,  le  due  curve  si  toccheranno  sola- 
mente. É  facile  poi  il  concludere  che  se  due  cnrve  sono 
fra  di  loro  ad  un  contatto  deIKordine  n,  non  vi  potrà 
passare  fra  queste  alcuna  altra  curva ,  la  quale  abbia 
con  le  medesime  un  contatto  dello  stesso  ordine. 


(*)  Ai  due  Duraeri  0,  Ot  compreso  fra  xero,  e  rnnìtà,  potreb- 
be sostituirsi  un  solo  0  conÉprtso  fra  i  medciimi  valori  ,  esser* 
vando  che  la  diflertnsa 

f(a:^#-A)  — F(«^A) 

considerata  come  funsione  delle  A,  é'  una  funtione  che  eoo  li 
sua  derivata  fino  all'ordine  nesimo  svanisca  per  A  =s  o ,  e  per* 
ciò  il  suo  valore  si  esprimerà  per  una  formola  data  verso  la  fi- 
ne del  parag.  5o. 
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161.^  Se  due  clurve  ammetUno  in  generale  un  conlatto 
deir  ordine  n ,  potrà  questo  in  alcuni  particolari  punti 
variare,  e  ridursi  ad  un  ordine  più  elevato  :  cosi  il  cir- 
colo osculatore  tocca  generalmente  tutte  le  curve  ad  un 
contatto  del  secondo  ordine,  ma  se  consideriamo  i  ver- 
tici  della  parabola,  deirellissi,  e  dell'iperbola,  sono  que- 
sti con  il  circolo  osculatore  ad  un  contatto  del  terio 
ordine  ;  infatti  prendendo  V  ascissa  x  per  variabile  in- 
dipendente, le  coordinate  X,  Y  del  centro  del  circolo 
osculatore  devono  verificare  nell'ipotesi  degli  assi  orto- 
gonali, come  si  è  veduto  nel  parag.  154  le  due  condi- 
zioni , 

,  jtr— X-+-(y  —  Y)/  =  o 

^-/•-♦-(y  — Y)y'=o 

Proseguendo  la  derivazione  sarà 

(y-.Y)jr^H-3/jr«o 

ed  eliminando  fra  le  due  ultime  la  differenza  y  -^  Y , 
otterremo 

AH-/')  =3/,"» 

Tal'é  la  condizione  analitica^  che  si  dovrà  verificare  on- 
de in  un  determinato  punto  di  una  curva  data,  il  cir-^ 
colo  osculatore  la  tocchi  ad  un  contatto  del  terzo  ordi- 
ne. Questa  stessa  condizione  coincide  con  quella  che  si 
è  trovata  al  pàrag.  1  SS,  onde  il  raggio  di  curvatura  di* 
venga  massimo,  o  minimo.  Cosi  in  una  parabola  di  equa- 
zione 


si  ha 


2y'    ^  4y3  '         ^  8y 

d'onde  la  condizione  diverrà 

3p3  (4y*  ^  pi)  -.  3p5 
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la  qaale  non  può  snmstcre  a  menò  che  non  sia  y^^^o 
ed  j?  =  0 ,  e  perciò  all'origiDe  deUe  coordinate  ,  ossU 
nel  vertice  della  parabola,  il  circolo  oscnlatore  tC9cca  h 
curva  ad  un  contatto  del  terzo  ordine. 

In  un  ellissi  con  l'origine  al  centro,  e  di  equazione 


si  avrà 


quali  valori  sostituiti  nella  consueta  equazione  fra 
y\  )fj  }f^\  ricaveremo 

ove  eliminando  la  y^  per   mezzo    dell'  equazione    della 
curva,  si  troverà 

d;'  c=  a' ,        ed        X  sssL^a 

e  perciò  ai  vertici  dell'asse  maj^iore  deirellissi,  il  con- 
latto delia  cur?a  con  il  circolo  osculatore  sarà  del  terzo 
ordine,  facendo  -poi  un  cangiamento  di  x  in  y,  di  a,  in 
2,  e  viceversa  si  dimostrerà  facilmente  che  il  medesimo 
ordine  di  contatto  avrà  luogo  nei  vertici  dell'  asse  mi- 
nore ;  infine  la  medesima  proprietà  si  verificherà  nei  due 
vertici  dell'asse  maggiore  dell'iperbola. 

1 62.**  Prendendo  l'ordinata  y  funzione  delTasciasa  x, 
si  è  veduto^  che  in  un  dato  punto  (  x,  y  )  due  curve 
sono  fra  di  loro  ad  un  contatto  dell'ordine  n,  quando 
le  finzioni 

conserveranno  il  medesimo  valore  nel  passaggio  da  una 
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carra  air  altra.  Supponiamo  ora  ehe  le  dae  coordinate 
op,  y  sieno  funzioni  di  nna  nuova  quantità  ì  presa  co* 
me  variabile  indipendente,  e  che  insieme  la  variabile  t 
sia  una  funzione  qualunque  v  delle  due  coordinate  x^  y, 
si  avrà  in  generale 

Se  per  brevità  si  ponga 

e  si  eseguiscano  delle  differenziazioni  successive  nel  va- 
lore di  r,  otterremo  dividendo  per  d/ ,  d/> ,  dl^ ,  «  •  . 
le  differenti  equazioni  a  derivate  parziali 

3x'*  /»  (  DiDyD  -hD^tD;. t  )  =o 


D'^altronde  per  le  formole  del  parag.  40  le  funzioni  de- 
rivate da  y  rapporto  ad  x^  saranno 


„,=!.  ^^^£^ 


Da  tatte  queste  diverse  espressioni  si  rìcaTeranno  i  ra- 
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lori  delle  fansioni  derivate 

X  ^  X    y  X     j   •   •  •  •  y   j  Jf    j  y     j    •    •    • 

date  per  le  quantità 

le  qaali  ritenendo  nel  panto  di  contatto  il  medesimo  n- 
lore,  quando  si  passa  da  mia  curva  ad  un  altra,  ne  Tcm 
che  i  medesimi  valori  riterranno'  h  derivate 

In  differenti  applicazioni  la  variabile  /  si  ridoce  alla  di- 
stanza r  condotta  dairorigine  al  punto  (or,  y),  o  all'arco  t 
della  curva  compreso  fra  un  punto  fisso,  ed  il  medesi- 
mo pmtto  (:r,  jr);  in  ambedue  i  casi  sarà  faeile  la  deter- 
minazione delle 

X  y  X  y  X    «•••y»y    >y    ^••* 

considerate  come  funzioni  della  dbtanza  r,  o  dell'arco  t. 
163.^  L'ordiae  del  contatto  fra  due  date  curve  ii 
un  determinato  punto,  può  anche  desumersi  dal  numero 
delle  costanti  arbitrarie  che  si  contenessero  in  una  delk 
equazioni  delle  due  curve.  Supponiamo  infatti  che 

/(ar,  y)  =»  o  ,    F(a?,  y,  a,  *,  e  .  . .  )  «=r  o 

rappresentino  V  equazioni  delle  due  curve,  e  die  n  sit 
il  numero  delle  costanti  arbitrarie  aj  i^  e  .  .  .  conte- 
nute nella  seconda  equazione.  Non  cessando  la  oc  di  es- 
sere varlafbfle  indipendente,  si  poirà  sempre  disporre  ia 
modo  delle  costanti  a,  t,  e,....  che  differenti  delle  faudooi 


y,»',y",r. 


>:. 


in 


r 
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ritengano  1  medesimi  raion  nel  paastgfio  da  una  corra 
all'^altra.  Ora  é  evidente  che  ciascuna  delle  h  costanti  ar* 
bìtrarie  si  detenninerà  dall^equaiione  finita 

T(xy  y^  a^  i  j  e .  .  .)  tss  o 

e  da  altre  n  —  1  equazioni  differenziali,  quindi  ciascuna 
delie  medesime  costanti,  sarà  funzione  delle  quantità 

e  perciò  fra  le  due  curre  date  yi  sarà  nel  punto  (j?,y) 
un  contatto  per  lo  meno  delPordine  n  —  1  ,  e  sarà  nello 
stesso  tempo  il  più  elevato;  che  se  più  costanti  arbitra- 
rie rimangano  indeterminate  per  mancanza  delle  equa- 
zioni differenziali,  allora  la  curva  in  proposito  cangierà 
di  forma,  e  di  posizione,  ma  non  per  questo  cesserà  di 
toccare  la  prima  curva  nel  punto  (ar,  y),  e  Fordine  del 
contatto  sarà  generalmente  inferiore  ad-  n  —  1 . 

164.^  Per  mostrare  una  qualche  applicazione  pren- 
diamo un  circolò  di  equazione 


(^-X)'+(y-Y)>  =  p> 


r 

i    nella  quale  vi  sono  le  tre  indeterminate  X ,  Y  ,  p ,   e 

il    perciò  in  generale  1**  ordine  più  elevato  del  contatto  di 

!i.    un  circolo  con  una  curva  sarà  del  secondo  ordine  ;  la 

determinazione  delle  due  coordinate  X,  Y  del  centro  si 

avrà  immediatamente  da  una  doppia  derivazione  eseguita 

sopra  l'equazione  considerando  le  X,  Y,  p  come  costanti, 

'     e  si  troverà 

(r-X)H.(y-Y)y'==o 

•  lH-y'»H-(y-Y)/'  =  o 

I 

dalle  quali  otterremo  le  differenze  x  —  X ,  y  -~-  Y  che 

sostituite  nel  secondo  membro  del  valore  di  j9,  porge- 
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ranno  la  nota  espressione  del  raggio  di  carvatura  di  im 

curya  qoalanqae. 

Prendiamo  ancora  una  linea  del  secondo  ordine  np 
presentata  daireqaazione 

e  supponiamo  che  si  riduca  ad  una  parabola;  in  questo 
caso  G>  e=s  AB  e  potremo  fare  per  semplicità  B  =r:^  l  eo- 
sicchò  Tequazione  si  trasformerà  in 

y«  -I-  Ax»  4-  2xyj/"A -h  2X^0?  -f-  2B'y  =^  K 

ore  si  troveranno  le  quattro  indeterminate  A,  A^,  B',  E, 
e  perciò  il  contatto  potrà  essere  del  terzo  ordine.  Ese- 
guendo tre  derivazioni  successive,  troviamo 

yy' 4- Aof -f- (y  +  a^)  l/'A  4- A' -I- B'/ r=  o 
yy--H.y'a^A4-(2/H-y'^a:)l/-AH-B'/^.=,o 
yy^'-h  3//'4.  (3/^4- ary'O  l/'A +B'y'- =  o 

Se  dalle  due  ultime  eliminiamo  la  indeterminata  B^, 
avremo  per  la  determinazione  della  A,  T equazione  del 
secondo  grado 

AH — ITA  H — =o 

la  quale  risoluta  ,  e  scelto  il  segno  -4-  come  soddisfie- 
cente  alla  questione  si  trova 


d'onde 

(3/'  -  yV")* 


///i 


y'"» 


•    -mx* 
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Con  egnal  fadlilà  giangeremo  dairelimiiiaiioBe  ai  raiori 


.,       y'y"'  (y-  xyQ  -4-  3y"»  (3/y"~  y  y"H-  2xy^y"-~  toy^^») 

Inlìoe  i  Yalori  di  A,  A' ,  B"  danno  la  quarta  indetermi- 
nata K.  Non  sarebbe  ora  difficile  per  mezzo  delle  note 
proprietà  della  parabola^  e  delle  trasformazioni  delle 
coordinate  dedurre  il  valore  del  parametro,  e  delle  coor- 
dinate X,  Y  riferite  agli  assi  principali  :  in  questo  mo- 
do si  avrebbe  una  completa  determinazione  di  tutti  gli 
elementi  della  parabola,  onde  sia  con  una  data  curva  ad 
un  contatto  di  terzo  ordine  ;  non  potendoci  trattenere  in 
queste  differenti  discussioni  ci  basterà  notare  che  la  cur- 
va in  questione  ha  con  la  parabola  nel  punto  (or,  y)'il 
medesimo  circolo  osculatore  :  questa  proprietà  ci  porta 
a  concludere  che  la  parabola  sarà  osculatrice  della  cur- 
va. Per  un  maggior  dettaglio  si  potrà  consultare  una 
Memoria  di  Ampere  inserita  nel  14.^  Cab.  del  giornale 
della  scuola  politecnica. 

1 65.**  Consideriamo  in  fine  una  curva  parabolica  rap- 
presentata dalla  funzione  intera 

y  =  a-t-ia:H-ci?'H*  •  •  •  -4- fwr^^ -i- jx^' 

Le  n  costanti  arbitrarie  a,  ^^  e .  .  .  .  p  ,  jf  si  determi- 
neranno per  mezzo  dei  valori  delle  funzioni 

y»  y',  y'S  -  • .  yt"-') 

quindi  la  curva  parabolica  potrà  avere  con  la  curva  data 
un  contatto  delFordine  n  —  1 ,  o  di  un  ordine  supcriore: 


3S2 

per  oonosoere  poi  reqoaiioiie  di  qaesta  carra  paralndi* 
ca,  osserviamo  che  chiamando  X,  Y  le  coordinale  di  ai 
suo  qualunque  punto,  sarà  egualmente 

Y  =  a-HÌX-4-cX« -|-pX"-»-f.yX*-» 

quindi  per  la  differenza  Y  —  y  potremo  avere  un  ri- 
sultato della  forma 

Y  ~  y  =5  B  (X  —  a)  ^-  C  (X  —  a:)»  -I- ....  -h  Q  (X-^ar)^« 

Le  nuove  n  —  1  costanti  B^  G  .  .  . .  P,  Q  si  avranno 
dall'espressioni 

dY       à^  d"-'Y 

dX'    dX»  '    '    •    '    dX-' 

corrispondenti  ad  X  sss  ;r  ,  in  questo  modo  otlerreaM 
con  facilità 


1.2  1.2.  3..  a — 1 

dunque  l'equazione  della  curva  parabolica,  che  ha  eoo 
la  curva  data  un  contatto  deirordiue  a  —  1  ,  o  di  db 
ordine  superiore,  sarà 

Y  =  y^/(X— x)H-^^(X  — x)«+ 

^  (X  -  x)-« 


1.2.  3...  a—  1 


La  supposizione  di  a  «==  2. ,  darà  l'equazione  della  retta 
tangente  condotta  per  il  punto  (or,  y)  alla  curva  data, 
cioè 

Y=y-|.y'(X~x) 
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e  l'ipoteii  di  n  33  3  porge  TequuiOBe 


Y  «=  y -»-y' (X  -  *)  -I-  -1-  (X  -  x)> 

1   •  À 

la  quale  appartiene  ad  una  parabola  di  secondo  grado, 
e  sarà  osculatrice  della  curva,  ed  il  suo  asse  trovasi  in 
una  retta  parallela  a  q[neIlo  delle  y.  Nello  stesso  modo 
per  n  es  4 ,  avremo  la  parabola  cubica 


TroifmuMLZwn/t  ddle  eoordinaU  rtUilinee  m  coordinate 

pohri^  ed  uso  delle  medeeime  per  scuoprire  divene 

proprietà  delle  curve  piane. 


m%t 


1 66.^  Oltre  le  due  coordinate  rettilinee  per  mezzo 
delle  quali  si  determina  la  rispettiva  situazione  dei  punti 
collocati  in  un  piano,  vi  sono  anche  le  coordinate  polari^ 
le  quali ,  come  già  abbiamo  notato  nel  parag.  1 1 0  ri- 
sultano da  una  distanza  variabile  del  punto  mobile  da 
un  punto  fisso,  e  da  un  angolo  parimenti  variabile,  che 
questa  medesima  distanza  viene  a  formare  con  una  retta 
fissa  di  posizione,  e  che  passa  per  il  punto  fisso  ;  la  di- 
stanza variabile  in  proposito  dicesi  raggio  vettore^  come 
pòlo  si  dirà  il  punto  fisso.  Scelta  la  posizione  del  polo^ 
e  della  retta  fissa,  per  ogni  punto  di  una  data  curva  cor* 
risponderà  un  certo  raggio  vettore,  ed  un  angolo  che  il 
madesino  conterrà  con  la  retta  fissa,  o  ciò  che  toma  Io 
stefso,  per  ogni  punto  di  una  data  curva  si  otterrà  un 
sistema  di  coordinate  polari,  e  viceversa  per  ogni  sistcmtf 


^ 
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di  coordinate  polari  vien  determinala  la  situazione  di 
un  punto.  É  facile  di  trasformare  le  coordinate  rettilìnee 
in  coordinate  polari.  Sieno  olj  /3  le  coordinate  rettilinee 
del  polo  0  di  un  punto  fisso,  r  il  raggio  veiiore  condotto 
dal  punto  (et,  j5)  al  punto  mobile  (  r,  y)  e  rappresenti  u 
Tangoio  che  il  raggio  vettore  forma  con  una  retta  pa- 
rimenti fissa,  e  che  noi  supporremo  essere  V  asse  delle 
ascisse,  infine  sia  A  Taiigolo  delle  coordinate  rettilinee^ 
nel  triangolo  di  lati,  x  —  a ,  y  —  j3 ,  r  ricaveremo  una 
reiasione  fra  le  coordinate  rettilinee  x,  y,  e  le  polari 
r,  if,  vale  a  dire 

X  —  d         y~/3  r 


8en( A — ti)        sen  ti  sen  A 

d'onde 

sen(A— tt)  senti 

jTsa — 2 — ^^.r-i-a      y«s :*'-*-/S 

sen  A  "        sen  A         "^ 

Se  Torìgine  delle  coordinate  si  scelga  per  polo  dalln  cur- 
va, avremo  a  ««  o,  j3  &=  o  ed  i  precedenti  valori  di  or,  y 
si  ridurranno  ad 

sen  (A  —  II)  sen  ti 

Xmax  1 —^Tj  y  r=s  .f 

sen  A  Ben  A 

Quando  gli  assi  fossero  ortogonali,  si  ha  per  il  polo  dif- 
ferente dairorigine 

dpssrcos  ti-f*a  ,        y«r  rsenti-f*^ 

come  per  il  caso  oppòsto 

X  ss  r  cos  ti ,        y  e=s  r  sen  ti 

Quando  una  curva  piana  é  rappresentata  per  un'  equa- 
zione fra  le  coordinate  rettiline  x,  y ,  si  potranno  per 
meno  delle  stabilite  formole  sostituire  immedintauenle 
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alle  Tariabili  ^^  y  i  loro  valori  eqtressi  in  coordinate 
polari  ;  in  questo  modo  si  otterrà  ciò  che  dicesi  Equa^ 
zione  polare  della  corva.  Yenianio  ora  a  presentare  al- 
cune applicazioni  deiPesposta  teoria. 

167.0  Una  retta  riferita  a  coordinate  oblique  di  an- 
golo A^  ha  per  equazione 

sen  9 


sen  (A  —  (p) 

<p  è  l'angolo  che  la  retta  contiene  con  Passe  delle  ascis- 
se. Scegliendo  l'origine  per  polo ,  si  avrà  per  la  sosti- 
tuzione dei  conyenienti  valori  di  Xj  y,  Fequazione  po- 
lare della  retta, 

4  sen  A  sen  (A  —  o) 

sen  u  sen  (A  —  9)  —  sen  9  sen  (A  —  u) 
ovvero 

b  sen  (A  —  9) 


sen  (u  —  9) 


Questo  valore  del  raggio  vettore  r  si  sarebbe  anche  po- 
tuta ottenere  dalFosservare  che  nel  triangolo  ove  sono  ì 
due  Iati,  r,  ò  si  oppongono  gli  angoli  A  —  9 ,  ti  —  9. 
Quando  l'equazione  della  retta  fosse  data  sotto  la  forma 

X  — a?  Y  — y  ^ 


sen  (A  —  9)         sen  9    ' 

allora  ritenendo  l'origine  per  il  polo,  e  chiamando  B,  U 
le  coordinate  polari  del  punto  (X,  Y),  si  avranno  i  due 
sistemi  di  valori  •       * 

r  sen  (A  —  u)  r  seni  u 


sen  A  sen  A 

_       Rsen(A— U).      ^,       RsenU 
senÀ  sen  A 

25 
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qaali, 

sostituiti  daranno 

R  sen 

(A  — U)  — rscn(A 

-m) 

R 

senlJ- 

—  r  sen  ti 

sen  (A  —  9) 

sen  0 

• 

quindi  dalla  riduzione  otterremo  Pequazimie 

Bsen  (U  —  y)  a»rsen  (u  — 9) 

la  quale  appartiene  ad  una  retta  che  passa  per  hd  punto 
dato  (r  s  ^Y  OsserYoremo  inoltre,  che  non  troyandosi  ia 
questa  equazione  Tangolo  A,  sarà  essa  indipendente  dal 
sistema  delle  coordinate  rettilinee,  che  si  è  adottato,  co- 
me d'altronde  è  chiaro. 

Un  circolo  di  raggio  (9 ,  e  di  coordinate  X,  Y  per 
il  centro,  arra  per  equazione  nel  sistema  degli  assi  or- 
togonali 

Scegliendo  l'origine  per  polo,  e  sostituendoci 

09  aBs  r  cos  ti  j        y  s=5  r  sen  U 

Xs:RcosU^      Y»^RsenU 
sarà 

(r  cos  ¥  —  R  cos  U)*  H-  (r  sen  t«  *«  R  sen  U)*  «==  pi 
la  quale  dopo  le  riduzioni  diviene 

r*  —  2Rr  cos  (tt  ~  U)  •+.  R»  =>  p» 

Alla  medesima  equazione  si  giunge  quando  obliqui  fos- 
sero  gli  assi  rettilinei;  aggiungiamo  ancora  che  nel  trian- 
golo di  lati  p ,  r ,  R,  si  oppone  l'angolo  11  —  U  al  la- 
to p  ,  e  perciò  da  un  noto  teorema  di  trigonometria  ai 
otterrebbe  il  precedente  valore  di  p\  Imaginando  riso- 
luta l'equazione  polare  del  circolo  rapporto  ad  r,  avre* 
mo  l'espressioni  dei  due  raggi  vettori,  che  dal  polo  vanno 
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ad  incontrare  due  ponti  della  circonferenza.  Sieno  fi ,  r^ 
le  due  radici  r,  sarà  per  le  note  proprietà  deirequazio- 
ni  di  secondo  grado 

r,  r,  c=  p»  —  R» 

11  Talore  di  questo  prodotto  essendo  indipendente  dair 
angolo  yarìabile  u,  ne  segue  che  scelto  nella  medesima 
circonferenza  un  altro  punto  (r^,  u)  risulterà  per  le  nuo- 
ve radici  t^i ,  r  ^  la  condizione 

r,  r,  =  r\  r\ 

cioè  nel  circolo  le  intere  secanti ,  che  partano  da  uno 
stesso  punto  sono  reciprocamente  proporzionali  alle  lo- 
ro parti  esteriori ,  come  ci  conosce  dalla  geometria  ele- 
mentare. Risolvendo  poi  rapporto  ad  r  Tequazione  po- 
lare del  circolo  otterremo 

r  =a  R  cos  (u  —  U)  ±:  j/'p*  —  R»  sen»  (a  —  U) 

Questa  espressione  si  può  ancora  determinare  geometri- 
camente ,  col  concepire  abbassata  dal  centro  del  cir- 
colo una  perpendicolare  sopra  Finterà  secante  r  ;  allora 
la  medesima  r  si  decompone  in  due  parti  una  delle  quali 
è  R  cos  (  tt  —  U) ,  e  Tallra  è  media  proporzionale  fra  i 
due  segmenti 

p  —  R  sen  (u  —  U),        p  4-  R  sen  (u  —  U) 

quindi  per  Finterà  secante  avrà  luogo  il  segno  -4-9  e  per 
la  parte  esteriore  il  segno  — . 

168.®  Nella  ricerca  dell'equazioni  polari  della  pa- 
rabola dell'ellissi,  e  dell'iperbola  supporremo  le  coordi- 
nate rettilinee  ortogonali,  e  sceglieremo  uno  dei  fuochi 
per  polo  della  curva.  In  una  parabola  di  equazione 


y^^px 


3SÌ 

potremo  prendere 


P 

4 


ove  l'angolo  u  si  annoila  per  xs=so^  y=so.  Sosti tuen 
do  (jaesti  valori  qeirequazione  della  curva»  si  avrà 

p  cos  ti  p* 


senHi  4sen*ti 


la  quale  risolata  porgerà  le  radici 


fa^-^ 


2(1  H-  cos  i«)  2(1  — COSI*) 

la  seconda  espressione  appartiene  al  prolungamento  del 
primo  raggio  vettore  fino  all'incontro  della  curva.  Il  va* 
lore  positivo  del  raggio  r  si  ottiene  aiicora  dalla  90$tiw    | 
tuzione  d^lla  ^>  nell^  formoli^  cognita 


1 


la  quale  esprime  la  proprietà  caratteristica  della  para« 

boia  di  aver  un  suo  punto  qualunque  egualmente  distanto 

dal  fuoco,  e  da  una  data  retta^  che  dicesi  direttrice. 

In  una  ellissi  di  seqiiassi  i^aggiorei  e  minore  a,  i, 
faremo 

a>-^i>sssc^,        0  =  0^)        b==a\^\ — e» 

24> 
a 

9  la  Sila  eqnazioqe  eoo  Torigine  al  centro  dìvorrà 


d»  "^  a»(1  -^  ^») 
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Sof^poneiìdo  che  it  polo  della  òartsl  coiilòida  con  uno 
dei  fuochi,  e  che  «  sia  T  angolo  che  il  raggio  vettore 
forma  con  l'asse  della  x ,  in  modo  che  ad  w  s=  o  cor- 
risponda il  minimo  raggio 

allora  potremo  prendere 

a;  stt  ae  -H  v*  cos  <i  I        y  c±:  r  iien  t^ 


quindi  sostituendo  questi  valori  nelPequazione  della  ctir-* 
va^  otterremo  dopo  facili  riduzióni  la  nuoYà  equazione 
di  secondo  grado 

2ae  (1  —  e*)  cos  tf  a*  (1  —  e>)» 

f  >  i^  t>        ■  ■      ^  f  sa       ■  '  lì i-M. 

1  —  «*  cos^tf  1  —  é*  cos'tf 

la  quale  risoluta  pòrgeri  le  due  radici 

Tx  s=s  '"■      j      r  =*=  - 

1  -i*  e  cos  i# 


ovvero 


a(1 

— 

»*) 

1    — 

e  cos-H 

P 

2(1  -H  e  cos  ti)  '  2(1  — e  cos  u) 

Qui  pure  il  secóndo  valore  di  r  rappresenta  il  prolun- 
gamento del  primo  raggio  vettore  fino  all'^incontro  della 
curva;  più  semplicemente  si  giunge  alF espressione  po- 
sitiva di  r  coll'^osservare  che  nell'ellissi,  il  raggio  vet- 
tore più  vicino  a  uno  dei  fuochi  è  dato  in  funzione 
deir  ascissa  per  la  formola 

quindi  sostituendoci  il  valore  della  x  in  coordinate  po- 
lari, si  ricaverà  per  la  risoluzione  di  una  equazione  di 
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primo  grado  il  valore  richiesto  di  r.  Aggiung^ame  cb^ 
immaginando  condotto  dal  secondo  fuoco  Taitro  raggrio 
vettore  2a  —  r  ;  nel  triangolo  di  lati ,  r  ^  2a  — -  r  . 
2c  2=  2ae  ,  si  avrà 

(2a  —  r)»  c=  r*  -H  4a*  e*  -f-  4aer  cos  u 

d'onde  ridacendo,  e  dividendo  per  Aa  verrà  immedia- 
tamente 

1  -f-ecosu 
In  ima  iperbola,  sapponendo 

a'  4-  6'  «=3  e* ,        e  est  ae  ,        4  =  a|/"e*  —  1 


2i» 


avremo  per  l'equazione  con  Torigine  al  centro 


a*        a»(e«  —  1) 


1 


Qui  pure  scegliendo  per  polo^  il  fuoco  più  tìcìoo  al 
punto  (jT,  y)  potremo  prendere 

xe=L  ae  —  r  cos  tt  ,        y  =  r  sen  u 

Tangolo  ti,  che  il  raggio  vettore  contiene  con  Tasse  delle 
ascisse  ha  origine  ad  y  s»  o ,  ove  insieme 

x^=^  a^        ed        r  =:ì  ae  —  a 

Sostituendo  pertanto  gli  indicati  valori  di  x,  y  nell'equa- 
zione  della  curva,  giungeremo  come  per  l'ellissi  ad  una 
nuova  equazione  del  secondo  grado  rapporto  ad  r  ;  vale 
a  dire 

2a«(^»  — 1)co8t4  a»(«»—  1)» 

e*  cos*  t*  —  1  e'cos'u  —  1 
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Ta  qóate  risoluta'  darà 


«(«»-1)  «|«»-1) 


od  anche  introdacendovi  il  parametro,  sarà 


2(1  -H  tf  cos  u)  *  2(1  —  e  C08  «) 

La  seconda  espressione  di  r  rappresenta  il  prolungamene 
to  del  primo  raggio  vettore  fino  airincontro  della  car* 
Ta  :  facendo  uso  della  formola 

r  es  «V  — ^  a 

e  sostituendoci  Tindicato  valore  della  x  in  coordinate 
polari,  si  ricaverà  facilmente  il  raggio  r  di  già  trovato 
in  funzione  dell'angolo  u.  Riassumendo  le  tre  espressio- 
ni positive  del  raggio  vettore  per  le  tre  curve  di  se- 
condo ordine,  diremo  che  Inequazione  polare 


r=: 


2(1  -H  e  Gos  tf) 


appartiene  alla  parabola,  alPetlissi,  ed  alPiperhola,  secon- 
do si  ha  e  s=£:  1 ,  e  ^  1  ed  e  ^  1.  Come  già  si  é  fatto 
per  Tellissi  del  secondo  fuoco  si  conduca  il  raggio  vet- 
tore 2a  -f-  r ,  nel  triangolo  di  lati  r,  2a  -4-  r,  2c=s! 
e  colPangolo  u  opposto  a,  2a  -4-  r  si  avrà 

(2a  •♦-  r)*  s=  r*  •♦-  4a»  e*  —  iaer  cos  u 
ove  riducendo  e  dividendo  per  4  risulterà 

a(g»-1) 
r  =5 — 

1  -f-ecosu 
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1 69.**  Nel  passare  alla  ricorca  deirequazioni  polar 
di  alcune  curve  di  ordine  superiore  ai  secondo  sceglie 
remo  primieramente  la  cur\a  del  Cosmi,  rapprescntau 
daireqaazione 

y4  -f,  2(a»  H-  x^)y^  -+•  (a»  —  x*)»  =  A* 

In  questa  curva  nella  quale  il  prodotto  delle  distanze 
di  un  suo  punto  qualunque  dagli  estremi  della  retta  2j 
é  costantemente  eguale  ai  quadrato  i>,  si  potrà  pren- 
dere per  polo  Torigine  delle  coordinate^  che  trovasi  alla 
metà  della  retta  2a;  cosicché  avremo 

a;  c=  r  cos  tf ,        y  e=3  r  sen  tt 

quali  valori  sostituiti  neirequaiione  della  curva  por^e 
ranno  dopo  facili  riduzioni 

r4  —  2a»  r»  cos  2u=  44  ~<|4 

TaKè  Tcquazione  polare  della  curva  del  Cassini:  se  si 
risolva  rapporto  ad  r*  otterremo 

r*  =  a'cos  2tt  d=  p/"  ò4  —  a4  sen*  2u 

L''enunciata  proprietà  della  quale  é  dotata  la  curva  iti 
Cassini,  permette  di  poter  anche  stabilire  direttamente 
la  sua  equazione  polare  ;  infatti  se  sieno  R,  B.'  le  rette 
che  dagli  estremi  di  2a  si  conducono  ad  un  ponto  qua- 
lunque della  curva,  si  avrà 

RR'  =  «%        od        R»R'»-=*i4 

Ora  dalle  stabilite  denominazioni  i  valori  di  R^  ^  R'^  sa- 
ranno per  un  noto  teorema  di  trigonometria 

R>  c=  r>  H*  a»  -i-  2ar  cos  tt  ,      R'*  «=  r»  n-a*  —  2ar  cos» 

quindi  dal  loro  prodotto 

(r*  -f-  a*)»  •—  4a*  r*  cos*  «  =a  i4 
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la  qaale  si  ridarrà  a  quella  di  già  trovala.  Nel  caso  par- 

k 
ticolare  di  a  s=  4  =  — — • ,  la  curva  del  Cassini  dlvie- 

ne  la  lemmseaia  dì  Bemaulli^  della  quale  la  sua  equaiiiH 
ne  io  coordinate  ortogonali  sarà 

ed  in  coordinate  polari 

r»  =  i»  cos2u 

Queste  curve  trovano  delle  utili  applicazioni  nel  calcolo 
integrale  dei  trascendenti  ellittici. 

Consideriamo  la  Cissoide  di  Diocle  rappresentata  dal«- 
Tequazione 

^  2a  — « 

Se  da  un  punto  estremo  B  di  una  data  retta  AB  sss  2a 
s'innalzi  una  perpendicolare  indefinita ,  e  dal  punto  A 
sotto  un  angolo  variabile  con  la  retta  2  a  si  congìunga 
un  punto  qualunque  K  di  questa  perpendicolare  ,  e  si 
prenda  sulla  retta  AK  un  segmento  KM  eguale  alla  cor- 
rispondente corda  AC  del  cìrcolo  descritto  sopra  2a  pro- 
so come  diametro,  il  punto  M  apparterrà,  come  si  sa  alla 
Cissoide  :  ^origine  delle  coordinate  trovasi  in  A  ,  e  la 
direzione  detrasse  deirascissa  trovasi  sul  diametro  2a; 
se  le  coordinate  polari  sìeno  AM^:='r,  e  l^angolo  MAB.^=:u 
sarà 

X  =3  r  cos  tt ,        y  *=  r  sen  li 

quali  valori  sostituiti,  daranno  per  P  equazione  polare 
della  Cissoide 

2a  scnHi 

r  =  =  2a  sen  tt  tang  ti 

cos  ti 
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Sì  aTrà  uiì^altra  specie  di  Cissoide  se  la  perpendieolare 
s'innalzi  dal  centro  del  circolo ,  e  non  già  dairestremi- 
tà,  in  questo  caso  ritenendo  il  tutto  come  sopra,  la  sua 
equazione  a  coordinate  ortogonali  sarà 


y^ 


x^(a  -H  x) 


e  l'equazione  a  coordinate  polari 

a  cos  2tf 


cosu 


ove  per  w  «s  o  ,  si  verifica  r  c:=  —  a« 

Prendiamo  in  ultimo  la  Concoide  di  Nicomede  rap- 
presentata dall'^equazione 


X 


Se  da  un  punto  dato  preso  fuori  di  una  retta  si  con- 
ducano delle  rette  tali  che  prese  le  porzioni  al  di  sopra 
e  al  di  sotto  tutte  eguali  fra  di  loro ,  e  ad   una    data 
retta  Gj  la  curva  superiore  ed  inferiore,  che  passa  per 
tutti  gli  estremi  punti  coincide  con  la  Concoide'^  il  punto 
di  partenza  delle  rette  dicesi  polo^  come  dicesi  direttrice 
la  retta  che  separa  i  rami  della  curva  superiore  ed  in- 
feriore; la  perpendicolare  abbassata  dal  polo  sopra  la  di-* 
rettrice  é  eguale  a  ,  6  >»  a  Tasse  della  y  si  prende  nella 
direzione  della  direttrice^  e  quello  delle  x  in  una  retta 
perpendicolare  a  questa.  Ciò  posto  chiamando  r  il  rag- 
gio vettore  che  dal  pob  conducesi  ad  un  punto  qualun- 
que della  curva ,  ed  u  l' angolo  che  la  r  contiene    con 
Tasse  della  Xj  si  avrà 

x  ss  a  cos  u   ,        v  e»  r  sen  u 
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d^onde  per  la  sostituzione  otterremo  con  facilità 

eoa  u 

TaPò  l'equazione  polare  alla  Concoide  di  Nicomede^  e 

che  si  può  dedurre  da  una  costruzione  geometrica  sem- 

plicìssti'na. 

1 7  0.^  Le  cordinate  polari  possono  adoprarsi  anche 

assai  ut  ilmente  nella  ricerca  di  direrse  proprietà  delle 

curve  p  iane^  come  alla  determinazione  dei  centri,  degli 

assi,  de|  :li  assintoti  .  •  •  ;  per  fissar  le  idee  supponiamo 

dì  dovei  *  determinare  gli  assi  principali   delle   linee  di 

secondo   ordine  dotate  di  centro,  e  racchiuse  Bell'eqaa- 

zione  gQ  nerale 

Xx^  ^  By»  -4-  2CTy  e»  K 

Se  gli  as  si  delle  Xj  e  delle  y  sono  obliqui  facendo  fra 
di  loro  l 'angolo  e,  ed  il  polo  coincida  con  l'origina  /deib 
coordinai  e,  sarà 

r  sen  (è  —  u)  r  sen  ti 

sene  sens 

Sostituiti  <  questi  valori  neirequazione  di  secondo  ordi- 
ne, si  rioa  vera 

Esente 

Asa  n'(s  —  «)  -H  B  sen^  -H  2C  sen  ti  sen  (£  —  ti) 

Sviluppando  •  il  denominatore  di  questa  frazione  ,  e  po- 
nendo per  i  ìemplicità 

Al  s=  A  -h  A  —  2G  cos  £ ,  B,  CTS  2  sen  E  (G  —  A  cos  e) 

Ci  =3  A  cos    2c  H-  B  —  2G  cos  s  s  Ai  —  2  A  sen^s 

troveremo 

2K  sen's 
r*8  = 


Al  4-  Bi  sen  2u  —  G|  cos  2ti 
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La  ricerea  degli  assi  principati  si  rìcluce  al  ma^ìnio<,e 
minimo  valore  di  r>  considerato  come  funzione  éèìV^n- 
golo  u.  Per  arrivare  con  più  facilità  alle  condizioni  del 
massimo,  o  minimo  si  avverta  che  il  solo  denominatore 
è  variabile,  e  perciò  basterà  aniiullare  la  derivata  id 
denominatore,  o  ciò  che  toma  lo  stesso 


dalla  quale 

cos  2tt  -f-  Ci 

seo  2u 

no 

cos2tf 

sen2tf 
—  Bi 

.»=t 

1 

■        1           1        II 

Ci 

VBi»-*- 

■c.» 

od  anche 

G|  cos  2ti 

—  B,  sen  2u 

^5SS         M^MH 

1 

B.> 

H-C.» 

l/B.»-4- 

e» 

d^onde  otterremo  ì  due  valori 

B,  sen  2tt  —  C,  cos  2ii  =  tfc  i/K,^  •+•  (Ì * 

Di  qui  chiamando  a',  b^  il  màssiiiio,  e  minimo  ralore 
di  r^,  avremo 


2K  scn^£  ^  2It  sen''^ 


rS    .MA.       ■        ■  fu     I   in   I  •        fc     I       a    ^         ^3Ì   rriT? 


At  — l/B,^"t-C,*'  Ai-f-l/^V-HC.» 


Per  dedurre  un  equazione  di  secondo  grada,  la  quale 
contenga  per  radici  i  quadrati  a'  ,  6^,  si  somnoiino,  e  si 
moltiplichino  insieme,  otterremo  evidentemente 


4AiK  sen's 


A,a_(B,^^C.») 


4K*  sen^É 
A»»  ~  (B^*  -4-  C,'> 
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Ora  4ai  Yaleri  di  Ai  «  Bi ,  Gì  si  ha 

A,*  ~  (B,»  -4-  C»)  —  4  smH  (AB  — G*) 


«  pw  censegueBza 

a*^  ^'  ss  <A-^B  «^  2Gcos  €) 


$»4» 


AB  — G» 


A3--C» 


Chiamando  pertanto  r>  T  incognita  eomnne,  dedurremo 
Tequazioiie  di  seeondQ  grado  rapporta  ad  r^ 

..       «      <.^         t        K  K«  8en*£ 

^  _<A+B -acce.*)  ^g-^  r»^ j^j^-^  =  • 

I«a  risoinzìone  di  qnesto  problema  è  d*aceordo  con  qnan- 
to  abbiamo  detto  sullo  stesso  soggetto  al  parag.  95  nelle 
applicazioni  dei  massimi ,  e  minimi  a  più  variabili  in- 
dipendenti. Neiriperbola  b^  sarà  negativa  mentre  in  que- 
sta curva  si  verifica  AB  —  G^  <^  o.  L'ultima  trovata  equa- 
zione del  quarto  grado  rapporto  ad  r  ci  fa  scuoprire  con 
estrema  facilità  alcuno  interessanti  proprietà  dell'ellissi^ 
e  dellMperbola.  Supponiamo  infatti  che  gli  assi  obliqui 
delle  coordinate  sieno  diametrali,  allora  C  ^=3  o,  quindi 
chiamando  a  ,  5'  i  semidiametri   nella  direzione    delle 

medesime  coordinate^  sarà  Tequazione  deirellìssi 

i 

fL  +  t  =  i 
«'»  ^  *'» 

e  per  conseguenza 

H  -*-  (a'»  ^  b'^)r^  H-  af^  if^  8w>  4  »  o 
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Le  radici  di  questa  ecfuazione  Mno  i  quadrati  a',  6*  dri 
semiassi  principali,  e  perciò  daHe  proprietà  delle  radici 
dell'equazioni  di  secondo  grado 

a>  •+«  i*  =  a  »  H-  A'*  »        «*  =  aV  sen  € 

Yale  a  dire,  la  somma  costante  dei  quadrati  degli  assi 
principali  eguaglia  la  somma  dei  quadrati  di  due  ma 
qualunque  obliqui  conjugati;  il  rettangolo  costruito  so> 
pra  gli  assi  principali  è  eguale  al  parallelogramino  co- 
struito sopra  due  diametri  conjugati.  Neil'  iperbola  si 
avrebbe 

a*  —  i*  s  </>  —  A^S         a&  «  aTsen  s 

per  le  quali  sussiste  l'enunciato  di  somigKanti  pro|Hrietà. 
Supponiamo  ora  che  gli  assi  delle  x,  y  sieno  oriogonali 
e  non  già  principali,  l'equazione  del  quarto  grado  diverrà 

Sieno  fo)  ri  i  semidiametri  della  curva  paralleli  agli 
assi  delle  r,  e  delle  y,  si  ricaverà  dall'^equazione  della 
curva, 

Aro»===K,         Bri«»K 

d'onde 


r  »  r.* 


e  perciò 


,       ZI  1    \    K«r» 

f  4    —    ( 4- I  r— 

\ro»  ri>  /  AB  — C» 


K> 


AB  — C» 


Qui  pure  le  radici  a',  i'  dell'equazione  reppresenteranno 


\ 
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i  quadrati  Se'semiassi  principali  dell'ellissi^  quindi 


a' 


AB  — C»  \  r„»  r,^  ) 


AB  — C» 


Dividendo  la  prima  per  la  seconda  risulterà 


1         1  1 


a'        A»  r««  r,^ 


É  assai  facile  di  formare  Tenunciato  della  proprietà  del- 
rellisi,  racchiusa  in  questa  formola. 

171.^  Le  coordinate  polari  si  adoprano  assai  util* 
mente  per  riconoscere  le  proprietà  di  quelle  curve  che 
dìconsi  $fiT(]jÀ  ;  spesso  accade  che  queste  curve  formano 
un^iniìnità  di  giri  attorno  l'origine,  allontanandosi ,  od 
avvicinandosi  continuamente.  Fra  le  spirali  noi  sceglie- 
remo in  particolare  la  spirale  di  Archimede  j  la  spirale 
paraboìieaj  la  spirale  iperbolica^  e  la  spirale  logaritmica. 
Nella  spirale  di  Archimedej  il  raggio  vettore  è  propor- 
zionale all'angolo  u ,  e  perciò  la  sua  equazione  sarà  della 
forma 

r  s=au 

finché  la  eostante  a  è  positiva,  converrà  che  l'angolo  u 
sia  parimenti  positìvoi  mentre  il  raggio  vettore  non  può 
assumere  valori  negativi.  Facendo  crescere  V  angolo  u 
fino  alla  circonferenza  27r,  e  chiamando  R  il  corrispon- 
dente raggio  vettore,  si  avrà  per  la  determinazione  delta 
costante  a  la  equazione 
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quindi  daireliminazione  delia  medegima  a  yerrà 

r  =  R  — 

271 

0  semplicemente 

ti 

quante  volte  si  assuma  R  ==  1  ;  e  perciò  la  curva  vieo 
generata  dal  moto  di  un  punto  che  percorre  una  relU 
data  R  fissa  in  un  estremità,  nel  medesimo  tempo,  che 
Taltra  estremità  percorre  un  intera  circonferenza.  Se  Tan- 
golo  cresca  indefinitamente  per  valori  positivi,  crescerà 
egualmente  il  raggio  vettore  r,  e  perciò  la  spirale  di 
Archimede  si  allontanerà  senza  fine  dalForigine  formando 
attorno  la  medesima  con  un  movimento  diretto  uu^infi- 
nità  di  giri. 

Nella  serale  parabolica  il  raggio  vettore  è  medio  prò* 
porzionale  geometrico  fra  una  data  retta  a,  ed  il  cor- 
rispondente angolo  variabile  u  ;  e  perciò  la  sua  equa* 
zione  sarà 

r^=  aa 

Quando  u  =s  o  ,  si  ha  ancora  r  ss  o  >  e  perciò  la  spi- 
rale ha  la  sua  origine  nel  poto  ;  e  farà  attorno  a  que- 
sto un  numero  indefinito  di  giri  ,  mentre  al  crescere 
dell'angolo  u ,  crescerà  altresì  il  raggio  vettore  r. 
Se  nell'equazione  deiriperbola  equilatera  fra  gli  assintoti, 
in  luogo  delle  coordinate  rettilinee a:^  y  si  sostituiscanole 
due  coordinate  polari,  r^  u;  la  nuova  curva  rapprcsca- 
tata  dall'equazìoue 

ru  =  a 

dioesi  Spirale  Iperbolica.  Fatto  centro  nel  polo,  e  de* 
scritta  sopra  Tasse  delle  ascisse  una  serie  di  archi  cir- 
colari tutti  eguali  in  iunghoisza  ad  una  data  retta  a.  la 
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curva  che  passa  per  tutti  gli  estremi  di  questi  archi 
eguali  sarà  precisamente  la  spirale  iperbolica^  infatti  con- 
ducendo dal  polo  un  raggio  vettore  r  ad  un  punto  qua- 
lunque della  spirale,  che  contenga  Kangolo  ti  con  Tasse 
delle  ascisse  si  otterrà 


1  :  r  :  :  y  :  a  ^        ossu        m  e»  a 

In  questa  curva 

r  css  co        per        i«  s=s  o 
ed 

r  s=s  o         per        u  s=  oo 

e  perciò  la  curva  formerà  un'infinità  di  giri  avvicinan- 
dosi continuamente  al  polo  senza  mai  raggiungerlo. 

Nella  Spirale  logariimìca  l'angolo  u  è  proporzionale  al 
logaritmo  Neperiano  del  raggio  vettore,  vale  a  dire 

tf  C3  a  log  (r) 
ossia 


r  =  e 


u 
a 


Nell'equazione  di  questa  curva  ad  u  =  o  corrisponde 
t-£=s1,  e  ad  ti  :::=:-~Qo  si  ha  r  es  o,  ed  infine  per  u  ss  o) 
otterremo  r=  co.  Se  dunque  a  partir  dal  polo  lungo 
il  raggio  vettore  ad  una  distanza  1  da  questo  polo,  la 
curva  formerà  un'infinito  di  giri  attorno  il  poio«  allon- 
Uiiiaudosi  inderinitamcnte,  ed  accostandosi  continuamente 
al  medesimo  senza  mai  raggiungerlo. 


26 
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Uso  delle  coordinate  polari  per  determinare  le  indinaziom 

déUe  curvey  U  differen^ie^e  deWareo^  la  reità  tangente. . . 

U  raggio  di  curva/tura  . ..  di  una  curva  ptana. 


172.°  Ritenendo  che  rorìgine  delle  coordinate  coin- 
cida con  il  polo  della  cnrya,  sceglieremo  le  consuete  for- 
mole 

r  sen  (A  —  ti)  r  sen  u 


X 


sen  A  soD  A 


per  mezzo  delle  quali  da  un  sistema  di  coordinate  ret- 
tilinee si  passa  ad  un  sistema  di  coordinate  polari.  Dif- 
ferenziando i  valori  di  x^  ed  y,  abbiamo 

sen  (A  —  u)  dr  —  r  cos  (A  —  ti)  du 
djr  ss  ■' 

sen  A 

,         sen  u  dr  -4-  r  cos  u  àu 

sen  A 

Ciò  posto  per  cominciare  dairinclinazione  f ,  che  pre- 
senta in  ogni  suo  punto  una  curva  piana  con  Tasse  delle 
ascisse^  fu  veduto  al  parag.  113,  che  per  la  taogenta 
trigonometrica  di  questo  angolo  9  si  verìfica 

ày  sen  A 
lang  f^s- 


Ax  -f  dy  cos  A 


ove  formando  il  numeratore,  e  denominatore  per  mezzo 
dei  precedenti  valori  da?,  dy  otterremo 

dx  -H  dy  cos  A  s=  cos  u  dr  —  r  sen  u  dti 
dy  sen  A  =:  sen  ti  dr  -f-  r  cos  u  dtf 
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quindi 

sen  u  dr  H-  r  cos  u  du 
tang  9  as ^ 

cos  u  dr  —  r  seo  u  dtf 

la  quale  espressione  è  indipendente  dall'angolo  A  delle 
coordinate,  come  deve  essere  necessariamente.  Dalla  me- 
desima si  ricava 

du 
tang  tt  -f-  r  ^- 

dr 
tang  f  = 

1  —tang  tt  — - 
dr 

I  rdti 

,    e  separando  il  termine   -; —  .  abbiamo 

^  dr 

rdtt  tang  (f  ~  tang  u 

dr    ~  1  -H  tang  9  tang  u  ~  *  e  Vf  ~  •*; 

ed  in  fine 

dr 


cot(9— u) 


rdu 


A  tutto  ciò  aggiungeremo  ,  che  per  il  raggio  vettore  r, 
1    e  per  le  coordinate  or,  y  si  ha 


/  Bs  (x-4-y  cos  A)*--Hy*8en*A ,   ~  = iL!! 

X       sen  A  cosu  —  cos  A  sen  u 

e  perciò  dalla  seconda 

y  sen  A  y  sen  A 

tang  u  =  • ,  tt  es^  are  tang  — ^ 

ds  -+-  y  cos  A  a?  -H  y  cos  A 

f    d'onde  per  la  differenziazione  di  r>,  ed  u  deduciamo 
rdr  =  (j:  -+•  y  cos  A)  da:-+i  (y -Ho;  cos  A)  dy 


j^  _         (a?d.y  —  ydx)  senA         _  (a?dy  >—  ydr)  sen  A 
ji  (^  -H  y  cos  A)»  -H  y'sen^A  r^ 


404 

dalia  qaale  ultima  viene 

(jciy  —  ydr)  scn  A  «=  r»d» 

É  facile  il  vedere  che  questa  espressione  rappresenta  il 
doppio  del  differenziale  dell'area  del  settore  curvili|iei? 
compreso  fra  l'asse  delle  ascisse,  ed  il  raggio  r. 

II  valore  di  già  ottenuto  per  la  tangente  tri^conome- 
trica  deir  angolo  (p  —  u  si  può  anche  ricavare  facendo 
uso  dell'equazione  polare  di  una  retta,  che  passa  per  sa 
punto  dato.  Si  riprenda  infatti  la  formola  trovata  al  pa- 
rag.  167,  cioè 

r  sen  (u  —  9)  e=»  R  sen  (U  —  p) 

e  supponiamo  che  u  ed  r,  sieno  comuni  alla  retta ,  ed 
alla  curva  :  il  secondo  membro  sarà  una  quantità  co- 
stante, per  cui  nel  passaggio  dalla  retta  alla  carva ,  k 

dr 
quantità  r^Uy  —  devono  mantenere  i  medesinu    valori 

e  per  conseguenza 

sen  {u  —  f)  dr-f-  r  cos  (u  —  9)  dti  =  o 

dalla  quale  si  ricava  immediatamente  il  valore  della  taa- 
goutcj  o  della  cotangente  trigonometrica  dell'angolo  <p — u. 
^^3.^  Nell'equazioni  delle  curve  riferite  a  coordi- 
nate polari,  il  raggio  vettore  si  considera  generalmente 
come  una  funzione  dell'angolo  u,  onde  per  la  faoziooe, 
e  per  le  derivate  potremo  prendere 

Per  ottenere  l'equazione  polare  di  una  retta,  che  tocca 
una  curva  in  un  punto  dato  (r ,  u)  conviene  ripreadere 
la  formola  generale 

r  sen  (<p  —  «)  ^=  R  sen  (<p  —  U) 
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e  separare  la  variabile  o;  le  coordinate  polari,  R,  D  ap- 
partengono ad  un  punto  qualunque  della  retta.  Per  ese- 
guire con  più  agevolezza  questa  separazione  di  variabili, 
osserviamo  che 

9—  U«»9  — «  —  (U  — ti) 
e  quindi 

sen  (9— U)  =:sen  (f—u)  cos  (U-^w)—  cos  (f— «)  sen  (U— «) 


qual  valore  sostituito,  e  separando  9— u  col  dividere 
per  sen  (9  —  u)  otterremo  con  facilità 

R  cos(U  — II)  — r  ,  ,        / 

— ^ -—  ess  COt  (©  —  ti)  e=5 

Rsen(U  — u)  ^^        '        r 

ovvero 

Rcos(U  — w)— r  dr         /         dIog(r) 


R  sen  (U  —  ti)  rdti         r  dti 

Tal'è  lequazione  polare  di  una  retta  tangente  una  curva 
in  un  punto  dato  (r  ,  ti).  Qnest^ultìma  formola  si  poircb* 
be  anche  ottenere  per  una  considerazione  geometrica,  che 
verrò  ad  indicare  in  poche  parole.  Dal  punto  (R,  U)  si 
abbassi  una  perpendicolare  sui  raggio  vettore  r^  è  evi- 
dente che  U  -^  u  sarà  Fangolo  dei  due  raggi  vettore  R,  r 
ed  insieme  R  sarà  l'ipotenusa  di  un  triangolo  rettangolo 
del  quale  i  cateti  sono 

R  cos  (U  —  u)  ,      R  sen  (U  ~  u) 

Dì  più  indicando  per  q  Tangolo  formato  dalla  tangen- 
te, e  dal  raggio  vettore  r,  avremo 

t|s=6)^e9,         ed         Oe=—  (9 II) 

Ora  G)  è  un  angolo  di  un  triangolo  rettangolo,  al  qual 
angolo  si  oppone  il  cateto  R  sen  (U  —  u)  ed  è  adiacente 
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cateto  r  —  R  cos  (U  — u)j  e  perciò 

r  —  R  cos  (U  *—  II) 

c=  cot  ^ 

R  sen  (U  —  u) 
ovvero 

R  cos  (U  —  ti)  —  r 


R  sen  (U  —  u) 


=  cot  (9 — u) 


la  quale  coìocìde  con  quanto  fu  stabilito  da  semplici  con- 
siderazioni analitiche. 

L'equazione  polare  di  una  retta  normale  ad  una  curva 
in  un  punto  dato  (r,  u)  si  stabilisce  con  la  medesima  fa- 
cilità. Sieno  R,  U  le  coordinate  polari  di  un  ponto  qu^ 
lunque  della  retta  normale^  e  sia  9,  fangolo  che  la  mt- 
desima  contiene  con  l'asse  delle  ascisse,  avremo 

R  cos  (U  —  u)  —  r 

=  cot  (fi  —  u) 


lì  sen  ^U  —  u) 


ma 


9,  =  —  -H  9 


d'onde 


cot 


(y^^^V  ^  ~  ^^^^  ^^  ~  ^^ 


dunque 

R  cos  (U  —  ti)  —  r  1 


R  sen  (U  —  w)  cot  {9  —  u) 
ossia 

R  cos  (U  — 1<)  —  r  r  du              r 

R  sen  (U  —  t*)     "^  dr"'^'"  F 


Tal  è  1  equazione  polare  della  retta  normale  ad  una  cur- 
va in  un  dato  punto  (r,  u). 

L'^inclinazione  9^  della  normale  all'asse  dell'ascisse 
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si  determina  evidentemente  dallVqoazione 

1  r 

cot  {fi  —  ti)  =  —  — ^^  =  —  -r 

^^  '  cot(5?— tt)  r^ 

ossia 

/ 

tang(f,— tt)c=  — — 

Quando  Tangolo  9  ò  acnto,  Pangolo  ft  sarà  ottuso,  e 
perciò  volendo  conoscere  il  nuovo  angolo  f^  acuto  che 
la  medesima  fa  con  Tasse  delPascisse,  converrà  sostituire 
^1  s=3  1 80  —  (p\  d^onde 

t«ng(9^  +  H)  :=n  — 

Tangolo  f  ed  il  nuovo  angolo  f  sono  di  segno  contrario. 
174.^  Per  mostrare  una  qualche  applicazione  sup-* 
poniamo  che  la  curva  data  si  riduca  ad  mia  linea  del 
secondo  ordine,  della  quale  la  sua  equazione  polare  é 
generalmente 


2(1  «h  e  cos  u) 

avremo  dalla  derivazione 

p  e  sen  u 


r'  = 


2(  1  -H  e  cos  u)' 
d^onde 


r  e  sen  u 


1  «f-  e  cos  u 


Di  qui  Tequazione  polare  della  tangente  diverrà 
R  cos  (U  —  u)  —  r  «  sen  « 


R  sen  (U  —  m)  1  -+•  e  cos  u 

Togliendo  le  frazioni ,   e  sostituendoci  il  valore  di  r  , 
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troverenro  con  facilità 


R  = 


2rcos  (U  —  «)  -4*  e  cos  U) 


Questa  espressione  che  rappresenta  la  lunghezza  del  rag- 
gio vettore  condotto  dal  fuoco  della  curva  ad  an  panto 
qualunque  della  retta  tangente  si  ridurrà  e?idenieiiien(e 
at  valore  del  raggio  vettore  r  della  curva  per  la  soia 
supposizione  di  U  =  u. 

Nello  stesso  modo  per  l'equazione  polare  della  retta 
normale  una  linea  del  secondo  ordine  in  un  dato  punto 
{r^u)y  avremo 

R  cos  (U  —  u)  —  r  (1  -4-  «  cos  u) 

R  sen  (U  —  u)  e  sen  ti 

dalla  quale  si  trova 

e  f  senti 
R« 


sen  (U  —  ti)  -i-  e  sen  U 

Qui  pure  per  la  supposizione  di  U  c=3  u,  si  ayrà  R  ^r, 
come  d'altronde  è  chiaro.  Prendiamo  inoltre  una  lemmi- 
scata  di  equazione 

r*  =»  a*  cos  2u 

avremo  dalla  derivazione 

,  a*  sen  2ti       /  ^        « 

r  c=  — ,    —  =  —  tang  2ti 

r  r 

quindi  Fequazione  polare  della  retta  tangente  la  lemni* 
scata  in  un  punto  (r,  u)  sarà 

R  cos  (U  —  ti)  —  r  sen  2u 

Rsen(U-^ti)  cos  2u 
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nella  quale  togliendo  le  frazioni,  e  ridncendo  si  ottiene 

R  cos  (U  «—  3u)  s=  r  cos  2ti 

Infine  elevando  al  quadrato»  e  sostituendosi  il  valore  di 
r*  dedurremo 

a>  oos^2tt 


R>  = 


cos»(U  —  3tt) 


Con  la  stessa  facilità  per  l'equazione  polare  della  retta 
normale,  troveremo 

B  cos  (U  —  w)  —  r       cos  2u 
R sen  (U  ~y)      ~  sen  2« 
dalla  quale 

R  sen  (3ti  ~  U)  =3  r  sen  2tt 

Per  eliminare  il  raggio  vettore  r  senza  introdurci  le  ir- 
razionalità, basterà  elevare  al  quadicato,  e  perciò 

^  a»  sen*  2u  cos  2w 

R*  = 


sen»(3ti  —  U) 


In  ambedue  V  equazioni  polari  della  tangente ,  e  della 
normale  si  ricaverà  V  equazione  polare  della  curva  per 
la  sola  supposizione  di  U  «=  u. 

1 15.^  Immaginiamo  ora  condotta  dal  polo  della  cur- 
va una  retta  indefinita,  e  perpendicolare  alFestremità  del 
raggio  vettore,  è  evidente  che  questa  retta  incontrerà 
in  due  punti  determinati  la  retta  tangente  ,  e  la  retta 
normale.  Questa  retta  indefinita  condotta  perpendicolar- 
mente all'estremità  del  raggio  vettore  r,  si  chiamerà  Ash 
polare  della  curva.  Ciò  posto  sia  v  l'angolo  acuto  com- 
preso fra  la  tangente,  e  l'asse  polare,  avremo 

©  «s=  —  —  6),    tang  »  =  cot  tì  =  —  cot  (9— 1«) 
A 
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alla  quale  per  maggior  generalità  possiamo  soslttuire 

tang  «  =  db  cot  (9  —  u) 
d'^onde 

dr  .    d  log  (r)    ,  ^^  / 

tang  t,  «  =fc —  - =fc  _-jjp-,  tang  t.  =  =1=- 

ed  insieme 


r 


sen  t^  s=  = ;-  j    cos  0  =3  =£: 


j/^r»  -i-  r  »  l/"r*  4-  r  * 

La  direzione  della  tangente,  della  normale,  e  delibasse 
polare  ci  permette  di  poter  assegnare  le  quattro  note 
rette  sotto  il  titolo,  di  tangente^  suttangente^  normalt  e 
sunnormale^  come  già  si  é  fatto  per  le  curve  riferite  agli 
assi  rettilinei.  Nel  sistema  adunque  delle  coordinate  po- 
lari chiameremo  tangente  della  curva,  la  retta  compresa 
fra  il  punto  di  contatto  fino  alfincontro  delPasse  pola- 
re, suitangente  la  retta  computata  sull'^asse  polare,  e  coro- 
presa  fra  il  polo,  ed  il  punto  d'^incontro  del  medesimo 
asse  con  la  tangente,  normale^  la  perpendicolare  abba<^ 
sata  dal  punto  di  contatto  fino  alPincontro  delibasse  po- 
lare, e  mnnormale  la  retta  compresa  fra  il  polo,  e  Te- 
stremità  della  normale  ove  incontra  l'asse.  Indicando  que- 
ste quattro  rette  con  le  lettere  consuete  ^ ,  f  i  ,  n ,  n, 
avremo  dai  triangoli  rettangoli  (^ ,  /i  ,  r) ,  (n  ^  Hi ,  r  ) 
le  proporzioni 

^_Ji l_  _     ^'    =  _  ^ 

cos  V       sen  v  sen  v        cos  v 

d'onde 


',    ti  sssrcoiv  j  nss: ,  n,  =  r  tang  v 


sen  V  cos  t; 
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ossia 

Issrcosecv^   lic^rcott^^    n^^r  secr^    fii=rtang» 

nelle  quali  sostituendosi  i  valori  dì  sen  v  ,  cos  v  •  .  . . 
in  funzione  di  r ,  /  . .  • .  verrà 

r  r 

Volendo  ancora  ottenere  in  coordinate  polari  la  perpen- 
dicolare h  abbassata  dal  polo  sulla  direzione  della  tan- 
gente,  converrà  riprendere  un'espressione  di  già  trovata 
al  parag.  1 28  ,  e  cbe  sussiste  nel  sistema  delle  coordi- 
nate rettilinee,  vale  a  dire 

(jcdy  —  y  dx)  sen  A 

* ài — 

ove 

ài  :=»  [/'{ix  «-H  dy  COS  A)^  +  dy>  sen*  A 

Sostituendo  adunque  i  valori  di  dar ,  dy  di  già  trovati 
al  parag.  172,  otterremo 

r^du 

Ambedue  queste  formole  per  T  introduzione  della  funzio- 
ne derivata  /j  divengono 

df  =  dtt  l/^  r«  H-  r'»  ,        *  =  — r- 

A  tutti  questi  differenti  risultati  si  giunge  col  far  pren- 
dere  alleasse  delle  x  un  movimento  di  rotazione  da  di- 
venir perpendicolare  al  raggio  vettore  :  in  questa  ipotesi 

u  £53  — ,  tale  sarà  il  valore  da  sostituirsi  nelle  espressioni 
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dì  X,  ed  y,  e  nei  differenziali  iwj  dy.  Cosi  riprendendo 

Tespressìoni  di  già  riportate  al  parag.  127 

ài  ars  l/'dx*  H-  dy*  -H  2dx  dy  cos  A 
yàs  yàx  yis  sen  A 


dy  dy  do:  -H  dy  cos  A 

y(dy  -H  dx  cos  A) 


dx  H-  dy  cos  A 


ed  assumendo 


r  sen  (A '—11)  rsenu 


a:  ap  ,      y  =5 

sen  A  sen  A 

d^onde 

sen  (A  —  ti)  dr  —  r  cos  (A  —  u)  du 

QX  s=3  — ^ 


dy=: 


sen  A 

sen  u  dr  -4-  r  cos  u  dtt 
sen  A 


e  facendo  ti  =3—  avremo 


r  cos  A  r 

sen  A    '  sen  A 


,              (cos  A  dr^-r  sen  A  dti)       ,  dr 

dr  =  *—  ^ ^,     dy  «= 


senA  seu  A 


Questi  Talori  porgeranno  per  la  sostituzione 


f 

ds  =  j/^dr*  -h  r«  dti»  ,        I  e=  —  j/"  dr*  -+-  r»  dti^ 

dr 

r*dti  1     ^,  ,  dr 

dr  dtt  dii 
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I      le  qaali  eoincidoDO  eon  quelle  di  già  stabilite  con  altre 
considerazioni. 

176.®  Una  facile  applicazione  delfesposte  teorie  si 
trova  nelle  tpirali'y  cosi  nella  spirale  di  Archimede 

tang  0  c=  cot  (y  —  u)  =s  — 

m 

d'onde  le  quattro  rette  più  volte  nominate  diverranno 

a 
ne=  a  j/i  -f-  u> ,  n,  =:  a. 

Questa  curva  come  succede  nella  parabola  Apolloniana^ 
ha  la  proprietà  di  avere  la  sunnormale  costante. 
Nella  spirale  parabolica,  si  ha 

r'  ss  cm  »        r  c=  -- 

2r 

e  perciò 

n  ==:  —  l/^H- 4wS     n,  =  -^ 
2r  2r 

Nella  spirale  iperbolica 


d'onde 


l  =  — —  1/^1 -t-tt»,        /,  =  — a 


a     ^  a 

«*  ti» 
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Di  qui  81  deduce  che  la  spirale  iperbolica  ha  la  saiUn- 
gente  costaate,  come  accade  nella  curva  logaritmica. 
Infine  per  una  spirai  logaritmica  abbiamo 


u 

r=ae«      ,         r^BB»  — 

a 


e  perciò 

I  =a  r  (/"l  4-  a»  ,         Il  a=s  ar 


r  T 

a  a 


Volendo  calcolare  l'angolo  v,  che  Tasse  polare  conUeoe 
con  la  tangente^  si  avrà 

r'         1 
tengDea— =3  — 

f         a 

dunque  la  spirai  logaritmica  ha  la  proprietà  di  aver  co- 
stantemente inclinato  sotto  il  medesimo  angolo  la  tan- 
gente con  il  raggio  vettore. 

Per  mostrare  un  maggior  numero  di  applicazioni, 
prendiamo  Fellissi  del  Cassini  rappresentata  daireqiiazio- 
ne  polare 

r4  —  2a»  r>  cos  2u  -h  a4  =  *4 
dalla  quale  per  la  derivazione  rapporto  ad  Uj  abbiamo 


,  a'  r  sen  2u 


r*—  a*  cos  2u 
d'onde 


(r^  +  f^') 


i^*= .        *^ 


fa  —  ^a  cos  2m 


I 
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quindi  le  quattro  rette  più  volte  nominate  diverranno 

b*r  r(r*  —  a*  cos  2u) 

a'  sen  2tt   '  *                    a*  scn  2u 

i'r  a'  r  sen  2u 

n  =  ■                       9  111  =3  — ^— 

r*  —  o*  cos  2ii  r*  —  a*  cos  2tf 


Di  queste  quattro  rette  la  sola  normale  si  può  esprimere 
in  funzione  razionale  del  raggio  vettore  r:  infatti  dall' 
equazione  della  curva  si  ha 

r4  -+.  a'*  —  44 

cos  2u  =. 

2a»r» 

e  quindi 

2r3i» 


n  8SS 


r4  —  «4  ^  44 


Quando  sia  a  =3s  4,  Tovale  del  Cassini  si  riduce  alla  lem- 
niscata dì  Bernoulli,  ed  allora  diverse  proprietà  interes* 
santi  di  questa  curva  si  scuoprono,  e  provenienti  in  par- 
ticolare dalle  inclinazioni  delle  normali  con  l'asse  delle 
ascisse. 

Consideriamo  adunque  una  lemniscata  di  equazione 

.■ 

r-*  =  a^  cos  2u 

la  quale  si  ottiene  dalla  precedente  per  la  supposizione 

a 
di  a  =3  4 ,  e  per  la  sostituzione  di  — —    invece  di  a 

si  avrà  dalla  derivazione 


a^  sen  2u  r 

,^  --, —  c=3  —  tang  2u 

r  r  ^ 
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qaindi  per  le  quattro  rette  in  questione  sarà 

1        -  .      ,«  ^  a^r  cos2ii 

tang  2u  seo  2a  r  tang  2u 

a* 

n  =  —  ,        ni  =5  —  r  tang  2u 

T 

Ora  dall'equazione  della  curva 

^         r»  ^        1/(14  — r4 

cos  2tt  s=3  —  ,    sen  2u  =  '    . 

a»  o» 

d'onde 

tang  2ii  =  S— j;; 

e  perciò 


1  = 

— 

a'r 

<.  «= 

r^ 

l/"a4_ 

■r4  • 

l/a»  — r4 

n=5 

a* 
r 

9 

»,= 

r 

r4 

Di  qui  si  vede  che  nella  lemniscata  il  semiasse  è  medio 
proporzionale  geometrico  fra  il  raggio  vettore,  e  la  nor- 
male fino  all'incontro  dell'  asse  polare.  Nella  medesima 
curva  è  interessante  di  conoscere  Tangolo  9^  elle  la  nor- 
male forma  con  l'^asse  delle  ascisse  :  ciò  otterremo  dal- 
l'ultima formola  stabilita  al  parag.  173,  vale  a  dire 

tang(9H-tt)=:  — 

la  quale  nel  nostro  caso  diviene 

tang  (9'  -^  m)  ==  —  tang  2u 
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Gli  angoli  /,  ed  u  sono  di  segno  contrario ,  e  perciò 
potremo  prendere 

f^  H-  tf  «a  -*-  2tt  ^        ovvero        9  =5=  3u 

dunque  nella  lemniscata  Tangolo  formato  dalla  normale 
con  r  asse  2a  è  triplo  dell'  angolo  formato  dalla  corda 
condotta  dairorigine  al  medesimo  punto  della  curva.  Non 
sarà  inutile  d^indicare  qui,  come  la  stessa  equazione  a 
coordinate  ortogonali  ci  conduca  alla  medesima  conclu- 
sione :  infatti  dairequazione 

si  ha 

d'onde 

X  a*  —  2(r»-+.y») 

y    2(x»  -^  y»)  H-  o» 

» 

»     Ora  osservando  che 

^       1 
tang^Tss— ,        x^'^-y^tssr^ 

X  s=a  r  cos  tt  ,        y  =>  r  sen  tt  y        r*  «s  a>  cos  2u 

(.    si  troverà 

7  ,  (1  •+.  2  cos  2m) 

^  tang  saa  tang  te  -^ — 

d:  ^^  *      1  —  2  cos  2ti 

rni:    ove  sostituendo 

il  ^1  —  tang'tt 

cos2u  ^ 


1  -H  tang^u 
verrà  Analmente 

(3  — tang»  w) 

tang  ©  =  tang  te  ^ — L  _  _  tang  3i# 

^^  ®     3  Ung»  u  —  1  ® 

come  già  si  trovò  per  altre  considerazioni. 

27 
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177.**  Fra  le  diverse  espressioni  del  ragg^ìo  di  «nr- 
vatara,  scegliamo  primieramente 

(dx»  -4-  dy»  -H  2dj:  dy  cos  A)> 
^      "*"      [dx  d'y  —  dy  d*jc)  sen  A 

la  quale  sussiste  qualunque  sia  la  scelta  della  Tariabile 
indipendente,  della  quale  sieno  funzioni  le  due  coordi* 
nate  rettilinee  rr,  y«  Differenziando  di  nuore  gli  otiennti 
▼alori  di  dx,  dy  sarà 

sen(A— «)  (dV— rdtt»)  —  cos(A— u)  (rd>tH-2dr  d») 


d»y 


sen  A 

sen  u  (dv  —  rdti»)  -f-  cos  t^  (rdHi  -4^  2dr  du) 


sen  A 
d^onde  si  ricaverà  con  facilità  dopo  brevi  rìdozionl 

r(dr  d*u— dii  d*r)  -f-  (2dr«  ^  rMtt>)di 


Ar  d*y  —  dy  d^x 


sen  A 


e  per  conseguenza  dopo  tutte  le  convenienti  sostituzioni 
avremo 

(dr»  -H  r»  dw»)* 
^~      r(dr  dHé  —  du  d»r)  ^  (2dr»  -f-  r»  du*)du 

Alla  medesima  formola  si  arriva,  se  nei  valori  di  dx  i 
dy ,  d'or,  d'y  assumiamo  u  cs  -^  ^  mentre  allora 

(cos  A  dr— r  sen  A  d»)  dr 

UJ7  ^*   ^"^i  <       III  iBww^i»<— ■  111    I  ——gì»——    -  QM 


d»a?«  — 


sen  A  senA 

(  cos  A(d»f  ~  rdj*»)-f-scn  A  (rd^w  H-2dr  du}  ) 


sen  A 
d?r  —  r  dtt» 


mif 


d'y  = 

sen  A 
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«alle  qaali  si  forma  egaalmente  la  diBcrenza 

dar  àH/  —  ày  A^x 

Nell^ipotesi  degli  assi  ortogonali  abbiamo  anche  con  piò 
iempliciià 

drs=3  — rdu,    dyesdr 

d*x  =  —  (r  dH«^  2dr  dw) ,  d»y  =  èV  —  r  di»« 

Non  sarà  inutile  qni  di  osservare,  come  richiamando 
l'espressione  del  raggio  di  corvatora 

^  às 

P  A<p 

che  sussiste  in  qualunque  sistema  di  coordinate  rettili- 
nee si  potrà  con  gran  facilità  trasformare  in  coordinate 
polari  per  mezzo  della  formola  generale 

rdu 
tang(f— u)=  -jp 

£d  infatti,  essendo 

rdtt 
f  — -«eaarc  tang  -j'— 

avremo  dalla  differenziazione 

«'?  =  *« -^ T^Ai^ 

ove  eseguite  le  differenziazioni  sarà 

r(dr  d»M  —  dti  d»r)  -H  (2dr»  -H  r»  Au^)àu 
i(p=3  — — 


**         ■!    *    I 


àr^  -+-  r*  dw* 
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6  siccome 

così  formando  il  rapporto  di  d^  a  d^  saremo  ricondotti 
allo  stabilito  valore  di  p.  Per  introdarre  le  funzioni  de« 
rivate  del  raggio  vettore  r ,  avvertiremo^  che 

dr  „       dtt  d'r  —  dr  d^u 


dtl   '  da3 

e  perciò 

r  f  a  _  rK'  ^  2r'» 


Quante  volte  si  fosse  preso  du  costante,  ossia  d^ 
allora  la  prima  espressione  di  p  diviene 

(dr»  -H  r»  di»»)» 
^'^      2du  dr» -H  r»  dti^  —  rdu d*r 

e  sostituendoci 


dr  dr 


W"^ 


3 


tornerà  il  valore  di  p  espresso  per  le  funzioni  derivate 
del  raggio  r.  Aggiungiamo  che  per  la  perpendicolare  h 
abbassata  dal  polo  sulla  direzione  della  tangente  fu  ve- 
duto nel  precedente  parag.  17S  essere 


^r»-|-«^* 
quale  differenziata  rapporto  ad  u,  e  ridotta,  sari 

rdr  (r»  —  rr''  -f-  2r'») 


dA 


5 

(ra  ^  r'»)«" 
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e  che  evidentemente  si  ridace  ad 

„        rdr  .  ràf 

dA=£s— ^    ,  OSSIA  p 


p     '  «^         d* 

Quest^ultiina  espressione  del  raggio  di  curvatura  é  d^ac- 
cordo  con  quanto  fu  stabilito  al  parag.  148,  facendo  oso 
delle  coordinate  rettilinee. 

178.®  Fermiamoci  brevemente  sulla  ricerca  delle 
evolute  delle  curve  riferite  a  coordinate  polari  :  senza 
togliere  nulla  alla  generalità  supporremo  che  il  sistema 
delle  coordinate  rettilinee  sia  ortogonale;  quindi  se  X,  Y 
sono  le  coordinate  rettangolari  del  centro  del  circolo 
osculatore^  ed  R,  U»  le  polari,  sarà 

Xt^BcosUj       Yr=RsenD 

per  cui  Pe^nressione  generale  del  raggio  p  determìuta 
dairequazione 

(X  —  ir)3  +  (Y  — y)>  =«  p* 

si  trasformerà  in 

(R  cos  U  —  r  cos  a)« -I-  (RsenO  —  fsen  «)"='/>* 
e  che  si  potrà  porre  anche  sotto  la  forma 

(r  cos  (U  —  r)  —  rV  -H  R»  sen»  (U  —  «)  =  /)» 

Ora  il  raggio  di  curvatura  p  è  nella  direzione  della  nor« 
male,  e  perciò  all'ultima  formola  del  parag.  173  do- 
vremo aggiungere 

R  cos  m  —  w)  —  r      R  sen  (U  — u) 

■    Il  ■*■■  Il  Ila     SSm    ■rt«MMMB**HlrtlM*aa^MiM 

—  rdtt  ir 

d'onde 


RcosfU— u)— r     Rsen(U  — w)  p 

—  r  du  ir  1/  dr*  -t-  r*  d»» 
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ovvero 


R«09(U— «)— r    R9en(U— m) dr«  -4-  r»  du* 


—  rdw  ir  r(drd»ii— dMd*r)-H(2dr«  -H  r'di  i 

m  ' 

Siistittieiidoci  le  derivate  del  raggio  r,  dedurremo  i  Talori 

/      r*  -4-  /*      \ 
B  ien  (D  —  f#)  =*/{  -7 ^; :  ) 


I  i 


B  €08  (U  —  n)  =a  r  (  --^ -^T^ ) 

Con  queste  dae  formole  eliminando  la  r  ed  «  si  arrÌT« 
ad  una  relaiione  fra  le  coordinate  polari  B,  U,  la  quale 
appartiene  alla  linea  dei  centri  di  curvatura,  o  ciò  che 
UknÙL  lo  glesso»  rappresenterà  l'evoluta  della  curTa  pro- 
posta. 

Per  alcune  applicaiioni  può  essere  più  vantaggioso 
di  sostituire  due  altre  equazioni  le  quali  provengono  dal 
dividere  la  prima  per  la  seconda,  e  dal  fare  la  somma 
dei  quadrati;  in  questa  guisa  sarà 

*^  (2r  »  ^rr''  ^  r*)» 

Introducendo  nelle  stesse  due  formole  il  raggio  di  cur- 
vatura p^  e  Tangolo  v  che  contiene  il  raggio  vettore  eoa 
la  tangente,  determinato  dalle  formole  del  parag.  1 75  de- 
durremo con  gran  facilità 

B  sen  (U  —  «)  s=  zìzf  sen  9 

B  cos  (U  —  w)  —  r  =  :;=  p  cos  n 
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Terminei'emo  questo  parag.  col  far  riflettere  che  la 
maggior  parie  delle  formoie^  e  delle  espressioni  ottena* 
te  in  queste  ricerche  sulle  coordinate  polari  si  sarebbe^ 
ro  potute  ricavare  da  considerazioni  geometriche,  ed  il 
calcolo  analitico  proverebbe  una  semplificazione  facendo 
una  combinazione  dei  differenziali  del  primo^  e  del  se- 
condo ordine  delle  espressioni  imnu^arie  conjngate 

X'^y  l/"—  1  cs  r  (eoa  u  -J-  J/" —  1  sen  u)  sss  r^'* 

x^^y  j/"—  1  ess  r  (cos  ti  —  J/"—  1  sen  u)  sa»  rer^^^^ 

179.®  Le  principali  applicazioni  dei  raggi  di  cur« 

matura,  e  delle  evolute  si  faranno .  per  le  quattro  spirali 

di  gii  menzionate  e  per  la  lemniscata.  Nella  spirale  di 

Archimede 

rssssott,    f^s^a^    f^twto 

quindi  per  il  raggio  di  curvatura 

«(1  -H  u»)  » 


2-f.p* 
come  per  l'evoluta  avranno  luogo  l'equazioni 

tang  (D  -r-  n)  «=3  •«  -f-  — 

Bs_^9  — ^^  ^  y  «s» a<  (  1  —  ■ ) 

Volendo  aggiungere  V  angolo  v ,  che  la  tangente  forma 
con  Tasse  polare,  si  avrà 

tang  ©  =a  cot  (©  —  «)  =  — 
Da  queste  differenti  formole  si  vede,  che  per  un  valore 
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dqUo  delPangolo  u 

taog  V  c=  cot  (9  —  I*)  s»  tang  (U  — .  i«)  «»  — 

n  ^        a 


e  per  un  valore  infinitamente  grande  di  u 

1 
tang  t? ars  o  ,    « c=  o ,    tang  (D  —  f«)  =  — ,  p=co,  R=j 

o 

danqae  airorigiue  delle  coordinate  la  spirale  di  Archime- 
de tocca  Passe  polare  :  crescendo  poi  Tangolo  n,  dimi- 
nuirà indefinitamente  t?.  e  la  curvatura  —  :  ed  il  raff- 

0 

gio  polare  R  condotto  dal  centro  di  curvatura  alfoiìgi- 
ne  crescerà  continuamente,  ma  sarà  sempre  compreso  fra 

i  valori  Rssaa^  ed  R  =  --., 

2 

Per  ottenere  V  equazione  della  evoluta  basterà  dal 
valore  di  R>  risolvere  Tequazìone  di  secondo  grado  rap- 
porto ad ;  ed  avremo 

C-L-Y  +  f-JL.'N  =  ,  _  5! 

\2-hmV         \2-i-«/  a» 

d^onde  per  il  segno -t* 

4R* 


2h-u» 


Da  questa  ultima  ricavando  il  valore  di  «,  e  sostituito 
nella  formola 

tang  (U  —  w)  =  tt  -H  — 


J 


i 
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si  otterrà  la  richiesta  equazione  polare  delPevoIuta  della 

spirale  di  Archimede. 

Per  la  spirale  parabolica 

r^oa  mi 
avremo 

"^       2r'    •^  4r3 

d^onde  per  il  raggio  di  curvatura 

^  ~  2r(4r4  ^  3a»)  "  2r  (3  -i-  4tt>) 

Nello  stesso  modo  per  la  spirale  iperbolica  di  equazione 

russsa 
abbiamo 

••*  a   '  u^        a* 

Con  questi  valori  il  raggio  di  curvatura  diviene 


ovvero 

3 

a(1  -f-  w»)  » 

'^^ — ;s — 

Fra  le  spirali  sceglieremo  infine  la  logaritmica 

d^onde 

r  r 

flessa  ---  f^fs=  — 

a  a» 
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e  perciò 


r 
a 


R  sen  (U  —  w)  =  —  ,     R  eoa  (U  —  «)  =  o 


dunque  nella  spirale  logaritmica  il  raggio  di  rarvatara 
é  costantemente  eguale  alla  normale.  Dalle  ultime  due 
equazioni  che  contengono  l'eroluta  della  spirale  dedacìanio 

eoa  (U  — *  ti)  «3  o  ,        sen  (U  — *  u)  =s  1 

e  perciò 

R  :i=  -L  ,    r  «4iB 
a 

L''angoIo  U  —  ti  potrà  essere 


U-ii^I-        ed        u^M^^ 
2  2 


Prendendo  adunque  i  valori  di  fj  Uy  e  sostituiti  oelPi 
quazione  della  spirai  logaritmica,  troyeremo 


oyyero 


~-(  U—  ~  —a  log  •) 


e  ponendo  l'angolo 


U  — y  —  aloga«wUi 
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verrà  per  la  Knea  dei  centri  di  conralura 

E  =  «« 
Io  qaesta  equazione  la  costante  a  essendo  commune  a 

quella  della  ciir?a  r  ss  e?  si  concluderà,  che  FeToIuta 
della  spirai  logaritmica  d  un'altra  spirai  logaritmica  di 
dimensioni  eguali  alla  precedente,  od  in  altri  termini  la 
spirai  logaritmica  è  evoluta  di  se  stessa.  Questo  risul- 
talo è  d'  accordo  con  quanto  si  trovò  per  la  medesima 
curva  alla  fine  del  parag.  1 58  dalla  considerazione  delle 
coordinate  ortogonali. 

Consideriamo  adesso  la  curva  ovale  del  Cassini,  di 

equazione  polare 

r4  —  2a>  r»  cos  2m  •+•  «*  =  *^ 

Facendo  la  derivazione  rapporto  ad  u,  trovianio  con  fa- 
cilità 

«*r  sen  2» 

r^  '-  a*  cos  2w 
d^onde 


(r*  -f.  /^) 


f «  —  a*  cos  2w 


Se  come  si  è  fatto  al  parag.  175  si  chiami  v  T  angolo 
acuto  compreso  fra  la  tangente  e  Tasse  polare,  avremo 


r' 


sen  V  = >  ,    cos  v  == 


le  quali  nel  nostro  caso  diverranno 


a'  sen  2u  r*  —  a*  cos  2u 


sen  t>  s=  — : ,     cos  t>  c= 


i»        '  A» 
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Inoltre  Dello  stesso  pnrag.  17S  per  U  perpendicolare  I 

abbassata  dairorigine  sulla  direzione  della  Ungente  si  In 


(ra-|.|/2j»\ 


ove  sostitaendo  i  troyati  valori,  si  arri 

r(t*  —  «>  eoa  2tf) 


ed  eliminando  eos  2u  per  nezzo  deU'eqoaxione  della  cur- 
va, diverrà 

r4  — a«-l-M 


A«= 


2«>r 


i^mM 


Diffisrenziaado  la  proposta  espressione,  avrema 

dr   /3r4  —  J4  -+.  «4' 


ah 


ir    /3r*  —  64 -4- a4\ 
24>  \  r>  / 


Da  questo  valore  possiamo  ottenere  immediatamente  il 
raggio  di  curvatura  ;  in  fatti  per  ogni  curva  si  ha  ia 
generale 

rdr 

e  perciò 

2i^r5 
^~  3r4  — A4-Ha4 

Che  se  dall'equazione  della  curva  si  elimini  la  differen- 
za a4  —  64 ,  risulterà  in  fine  per  il  raggio  di  corvatun 
della  curva  ovale  del  Cassini,  Tespressione 

r^-^a*  cos  2u 
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Di  qui  come  fa  avvenire  il  sig.  Serret  {^)  il  raggio  di 
curvatara  diverrà  infinito  in  quei  punti ,  ove  la  curva 
incontra  la  lemniscata  di  equazione 

r»  j^  a*  cos  2m  t=  o 

in  modo  che  i  valori  communi  di  questa  lemniscata,  e 
della  curva  proposta,  faranno  conoscere  le  coordinate  pò* 
lari  dei  punti  d'^inflessione  della  medesima.  Questi  punti 
corrispondono  ai  valori 

«4— a4  ,/M— «4 


r»  ssr ^         cos  2u  c=s  —  1/ 


3a4 


Di  qui  si  vede  che  la  curva  avrà  quattro  punti  d' in- 
flessione quando  il  rapporto    —    sia  compreso  fra  1  , 

a 

e  1/2  ;  dunque  rimanendo  a  ,  costante  ,  e  variando   il 

rapporto  —  fra  i  limiti  1  ,  e   (/2  ,  T  equazione  della 

ovale  del  Cassini  rappresenterà  una  serie  di  curve  della 
medesima  specie^  le  quali  ammetteranno  respcttivamcnte 
quattro  punti  d^nflessione,  dei  quali  il  luogo  geometrico 
,  sarà  la  lemniscata  di  equazione 

r*  -H  a^  cos  2u  est  o. 


Il  sig.  Serret  a  diverse  altre  interessanti  ricerche  esten- 
de questi  risultali  per  tutte  quelle  curve  nelle  quali  la 
definizione  geometrica  è  che  il  prodotto  delle  distanze 
di  uno  dei  suoi  punti  ^  da  m  puuti  fissi  sia  costante. 
L'equazioni  delle  quali  dipeude  la  curva  evoluta,  posso- 
no essere 

R  sen  (U  —  I*)  a=  p  sen  v 

R  cos  (U  —  u)  —  f  =  —  p  cos  1? 


(*)  Liouville  journal  Avril  i843. 
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le  quali  per  la  sostiiazione  dei  valori  di  p,  sen«  ^  cosv, 

darunno 

R  seD  (U  —  w)  = — 

r*  -H  a*  cos  2tf 

^        /r,        i         2a»  r  cos2w 

R  cos  (D  —  tt)  =a 

r»-4-  a»  cos2u 

Se  da  queste  espressioni,  e  dairequaziooe  della  carra  si 
elimiiiino  le  coordinate  polari  r,  u,  giungeremo  ad  un' 
equazione  fra  le  nuove  coordinate  R>  U,  la  quale  rap- 
presenterà l''evoluta  della  curva  Gassiniana.  Se  si  divida 
la  prima  per  la  seconda,  e  si  faccia  la  somma  dei  qua* 
drati  avremo  le  formolo 

tang  (U  —  u)  ^ 1 


^         a^  r»  (san*  2u  -+-  4cos*  2u) 

Rac= i : 

(r»  -H  a*  cos  2u)* 

Noi  nel  nuovo  parag.  ci  tratterremo  sulla  prima  di  que- 
ste formole,  la  quale  si  presenta  ancora  nella  lemnisca- 
ta di  Bemoulli. 

180.^  Prendiamo   infine  la  lemniscata  a  coordinate 
polari 

r«  =  a'  cos  2ti 

si  avrà  dalla  derivazione 


rj/^l  ^cos'  2u 
f'-a.  —  r  tang  2u  = 


cos  2h 
d'onde 
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Proseguendlo  la  derivazione,  abbiamo 

f^'  = r^  taDg  2i#  =  — .  5 — JL_L 

co»»  2u  r^ 

Con  queste  espressioni  facilmente  si  trova 

3a4 
^  '         r»      . 

per  mezzo  delie  quali  il  raggio  di  curvatura  p ,  ed  al- 
cune formule  del  parag.  178  diverranno 


R  sen  (U  —  ti)  =  — 


a» 
r  tang  2u  a  sen  2u 


3^coi  2tf 


,2  2a  cos  2u 

Rco»(U  —  «)«»  —  r=  --— -- 

^  '3  3l/cos2i« 

L'  espressione  del  raggio  di  curvatura  della  lemniscata 
é  eguale  al  terzo  della  normale  alla  curva  riferita  al  suo 
asse  polare.  Riguardo  poi  all'evoluta  della  medesima  a 
coordinate  polari  converrà  eliminare  l'angolo  u,  fra  le 
due  equazioni.  Per  meglio  conoscere  i  rapporti  che  pas- 
sano fra  le  coordinate  polari  R,  U,  delIV. voluta,  e  l'an- 
golo tf,  si  divida  la  prima  per  la  seconda,  e  si  avrà 

tang  2u 
tang  (U  —  tt)  = 


Sostituendo  in  questa 

tang  U  —  tang  u 

tang  U -ti)  =—-5^ --^ 

^^  1-1-  tang  U  tang  u 

2  tang  u 
tang  2ti  = 


1  —  tang^tf 


\ 


432 

e  ridacendo  avremo 

tang^M  -t-  taag  U  c=s  o,        ossia        iang^tf  =»  -^  tàng  U 

TèVè  la  relazione,  che  deve  sussistere  fra  i  dae  angoli 
«,  U.  Eleviamo  ora  al  quadrato  le  medesime  espressioni 
die  coDteogoao  la  B,  e  si  sommino,  risalterà 

E.  =  -  (4  +  U.g.2«)  -  -(^ __ ) 

Questa  equazione  polare  rappresenterà  revoluta  della  len- 
niscata  dopo  di  aver  eliminato  l'angolo  tf,  per  mezzo  del- 
la condizione 

tang^K  as  —  tang  U. 

Che  se  piuttosto  vogliasi  Fangolo  u  in  funzione  della  B 
ai  elimini  la  r,  ed  avremo 

R>  =  — (  4a*  cos  2uH —  ) 

9  V  cos  2t«  / 

dalla  quale  per  la  sostituzione  di 

sen*  2ucxt  1 — cos'  2u 
verrà  Tequazione  di  secondo  grado 

3R«        ^  1 

cos'2tf cos  2u  -+•  -r-  =  o 

a»  3 

Il  valore  dell'angolo  u,  ottenuto  dalla  risoluzione  di  que- 
sta equazione,  e  sostituito  nella  equazione  di  c<Midizioiie 

tang^u  -+-  tang  U  «^  o 

somministrerà  l'evoluta  della  lemniscata. 

1B1.<>  Potendo  forse  interessare  di  conoscere  le  forinole 
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dalle  quali  dipenda  Tcquazione  deirevoliita  della  lemni- 
.  scala  riferita  a  coordinate  ortogonali,  riprendiamo  le  for- 
mole  del  parag.  156,  ciod 

-.dar         -,  ày 

^      dp  •  àf 

ove  9  è  secondo  il  consueto ,  Tangolo  formato  con  l'asse 
.  delle  ascisse  dalla  retta  tangente  la  curva  al  punto  (ir,  y). 
Ora  prendendo  nella  lemniscata 

i  r' =»  a>  cos  2ti ,    a;  «ir  coati,    y  =  r  senti 

si  ha  egualmente 

x^a  cos u  l/'cos  2if ,        y  «L a sen n  (/"cos  2tt 

^    e  dalla  diiferenziazione 

asen  Swdii  ,    g  cos  3ti  dtt 

dx=—  ^^2u   '  ^~    l/:coa2ti 

Inoltre  dal  parag.  176  si  deduce  per  Tangolo  9 
cot  9  ss  -^  tang  3tf ,      e  perciò      dp  sa  3dtt 

e  per  conseguenza 

dr  gsen  3ii  dy  _    <i^cos3tt 

df~  ""  3i/^co8  2ti  '        àf  ~  Z\/'em  2u 


I 


Con  questi  valori  verrà 


'  a(3  cos  t*  cos  2ti—  cos  3t«) 

X  =  j. r 

^  cos  2tt 


a(sen  ti  cos  2u  —  sen  Zu) 

j/ cos  2u 

28 
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e  che  si  ridacono  evidcatemente  ad 

^        2acos^  _^  2a  senati 


3{/cos2u  3 1/  C08  2tf 

L^eliminazione  delFangolo  ti,  porgerà  un'equazione  fra  X 

ed  Y ,  la  quale  apparterrà  alf  evoluta  della  lemnìscau: 

2a 
a  quest'oggetto  si  divida  X,  Y  per  — squiodisiestrag* 

ga  la  radice  tersa ,  e  si  elevi  alla  potenza  seconda ,  si 
troverà 

1  9 

cosHi  /3Y\3  senHi 


Cif—-'-' 


{cùslu)  s  (eo82u)  3 


Facendo  la  somma  e  la  sottrazione  verrà 


(cos2u) S 


e 


(cos2tt)' 


3X\3  _  /ÌY\T       ,     ^  S 


2  aj  V2  aj 


e  perciò  elevando  alla  potenza  seconda  la  priuM  espres- 
sione, si  ricaverà 


niy  -  nT\^ ' 


\2«/ 


-m- 


m<^') 


Se  si  decomponga  in  due  fattori  eguali  il  deDominatocs 
e  si  porti  fuori  dei  due  vincoli  radicali  la  quantità  -> 
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otterremo  per  la  richiesta  equazione  delPetoluta   della 
,  lemniscata 

I 
Questa  curva  incontra  V  asse  delle  x   ad  una  distanza 

dalforigine»  espressa  per 

a 

!  L'equazione  differenziale  della  medesima  cutth  la  po- 
tremo ottenere  facilmente  dalla  differenziazione  dei  va- 
lori di  X,  Y  ciò  che  darà 

2a  sen  u  cos  te  (cos^^u  —  3  senHi  cos  u)  éu 
3  l/^cos^2« 

2a  sen  ucùsu  (3  oos'u sen  u -~  sen^u)  dir 

qY  srrr  —  — —    *  ■  ■  ini 

3  [/^cos^2u 

ovvero 

2a  sen  u  cos  u  cos  3u  dtc 


dX«=  — 


3       i/'  cos32u 


2a  sen  u  cos  u  sen  3^  dti 

dY  cs: 

3         [/^cos^2u 


di  qui  risulta  evidentemente 


dY 


—  OS  tAng  Su 


A  questa  ultima  espressione  si  può  giungere  immedia- 
laiuente  <iol  riflettere  die  fra  i  differeuÉirii  ix^  dy  di 
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mia  data  curva,  ed  i  differeoziali  dX,  dT  dell'eTolala  ti 
ha 

dY      _d* 

dx"     dy 

e  siccome  per  i  precedenti  valori  di  ir,  4y  nelb  km- 
Discata 

di *"'8'" 

coftì  il  cercato  rapporto  coinciderà  colla  tangente  dcIT». 
golo  triplo  tf.  Per  eliminare  ora  Tangolo  u  in  fnazioie 
di  Y,  Y  8i  rifletta  che  prendendo 

XsaRcosU,  Y^sRsenl) 

si  giunge  per  mezzo  dei  due  yalori  di  X^  Y  in  ìqqzio- 
ne  di  II,  all'equazione  di  già  trovata 

Y 

rr- c=3  tong  D  »  •-- tang^u 

dalla  qnale  ricavasi 

Y  i/Y* 

X^ 


1I« 


(3-i-tang>i(  \ 
1  -  3  une  W 


d'onde  per  la  sostituzione 


^      ^        Y  — 3^^X«Y 
taog3tic= 


X  —  3j/^Y«  X 
e  perciò  V  equazione   diQerenziaie   dell'  evoluta  delU 
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lemniscata  sarà 


dY  -  a(l=:2^\ 


ovvero 

3 


Aggiungiamo  in  Glie  che  l'eliminazione  deirangolo  ti  nei 
dae  valori  X,  Y  si  può  far  dipendere  ancora  dalla  riso- 
luzione di  due  equazioni  di  terzo  grado  :  infatti  dai  mc^ 
desimi  abbiamo 

/sxy^     cos<Hi      /£r\'«.     ^tt^ 

\2aJ  ^2cosH«— 1  *   \2a/  "  1  —  28en»u 
ove  facendo 

COfi^esaX»  Seu'tt  «ss  « 

otterremo  le  equazioni  di  terzo  grado 

Prendendo  le  due  radici  jb  ,  ed  o  reali,  e  numeriche  si 
dedurrà  Tequazione 

la  quale  rappresenterà  l'evoluta  delia  lemniscata  riferita  a 
coordinate  ortogonaK* 
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APPLIGAJEIOIfl  ALLA  GEOMETRfA  Alf ALlTfCA 

A  TRE  DIMElt^IOIfl 


DMa  tangente j  dei  piani  tangenti j  ed  in  particoUgre  dd 
pùtnJò  osculatore j  delle  normab^^ piano  normale^ 
e  della  normale  prmcipak  ad  una  curva 
qualunque  th  un  punto  dato. 


1 82.<>  Riferendo  i  diversi  paoU  di  nna  CHrTa  qaa- 
Ittoqae  sitaata  nello  spazio  a  tre  assi  coordinati,  o  rH- 
tangolari,  od  obliqui,  potremo  sempre  considerarla  rap- 
presentata da  due  equazioni  fra  le  tre  coordinate  or,  y,  2. 
Ciò  posto  ritenendo  per  x  ^  y  y  z  le  coordinate  di  ai 
punto  qualunque  della  curva  ^  denotiamo  perAop,  ày^A^ 
gli  incrementi  simultanei  attribuiti  alle  medesime  x,  y,  t 
per  passare  da  un  punto  ad  un  altro  della  curva;  se  si 
chiami  k  la  corda,  o  secante  condotta  dal  punto  (xj  y,  i| 
al  punto  {de  +  Ar,  y  +  ^y  1  ^  +  Az)  é  chiaro  che  in 
gli  incrementi  Aa?,  Ay,  Az,  e  la  secante  k  avremo  ako- 
ne  equazioni  della  forma 

Aa?      Ay  _  ^       i 

ABC 

'A ,  B ,  e  ^  rappresenteranno  i  coseni  degli  angoli  ohe 
la  corda  k  forma  con  i  tre  assi  nelF  ipolesi  che  sieoo 
ortogonali  :  e  nel  caso  opposto  saranno  e^resae  ciascih 
na  dei  rapporti 

sen  k^  yz  sen  £  ,  xz  sen  k  ,  xh 

A  =  "    ,       B= ' ,       c= 

sen  X  )  yz  sen  y ,  xz  sen  z  ,  jry 
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È  molto  facile  di  stabilire  differenti  altre  eqaaziòm  che 
possono  aver  luogo  fra  gli  incrementi  Aop,  Ay>  As,  i^ 
e  quindi  anche  fra  le  funzioni  trigonometriche  a,  b,  c. 
Cosi  conducendo  dagli  estremi  di  Ao; ,  Ay ,  Ax  tre  per- 
pendicolari sopra  la  corda  k  ^  e  chiamando  A ,  B|  C  i 
coseni  degli  angoli  che  la  medesima  forma  con  i  (re  assi 
obliqui^  noi  avremo 

ic=3AAxH-BAyH*CAr 

d'onde  immediatamente  dalPeliminazione  di  Aa^^  Ay»  Ax 

1  esAÀ-f-BB-HcG 

Di  più  se  6 ,  s' ,  e'^  sieno  i  tre  angoli  rettilinei  formati 
dagli  assi  xy ,  xx^  yr,  ed  abbassate  dall'estremità  della 
secante  k  una  perpendicolare  aopra  dascuno  degli  assi» 
^i  avrà  ancora 

Ai«BAv-^Ayco6S-f-Axcosi^ 

Bis»  Ay-H  Affcos  i^àx  eos^' 

GisaAxH-AxcoB^H-^ycosi^ 

dalle  quali  per  la  consueta  eliminazione  deduciamo 

AA9A4-Bcosf4-ceoB«^ 

B  css  B  -H  A  cos  s-h  e  cos  c^ 

G  8S3  e  -i-  A  cos  1^  H-  B  cose'' 

Moltiplicando  ora  per  il  il  valore  dello  stesso  k  espres- 
so per  Aop ,  Ay  ,  Aje  ,  e  sostituendoci  nel  secondo  mem- 
bro i  valori  trovati  per  kk  ^  JEB  »  iC  ^  si  otterrà 

A»  =  àx*  H-  ^y*  +  Ar*  -+-  2Ax  Ay  cos  2 

«h  2àx  ékz  così'  +  2Ay  As  cos  i'^ 
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Di  qui  fra  le  funzioni  trigonomelricbe  a,  b,  g  atra  ho^ 

go  l'^equazione 

1  =3  A^  -f*  B>  4-  c>  -H  2ab  cos€+2ac  cos/-t-2BC  cos/^ 

n  valore  di  il ,  o  di  A*  non  è  altro  che  la  diagonale  M 
parallelepipedo  obliquangolo  di  Iati  ^  ,  Ay  ^  As  ^  axh 
giunti  ad  angoli  rispettivi ,  £ ,  €%  €^' .  Se  per  maggior 
semplicità  pongasi 

yjs=sy  ^X  CO*  £  -h  JS  COS  ^ 

5  s=s  js  4-  a;  cos  ^  H-  ycos  s" 
0i  arra 

/^^Ak,  Ai7«  Hk  j  M;=^Ck 

ed  il  precedente  valore  di  k*  si  trasformerà  ìq 

il>  =  Aor  A^  +  Ay  A)9  -f-  Az  A^ 

Dalla  quale  ritorna  la  relazione  di  già  trovata 

1  CSA  A-f-BB-hcG 

Per  mezzo  di  queste  differenti  espressioni  noi  ricavere- 
mo dall'equazioni 

Ax      Ay 


ABC 


per  le  funzioni  trigonometriche  a,  b,  e  i  valori 

Ax  Av 

=»  •^■:; — rz — . — : : — r^  *  B  — 


|/^Aa:A§H-AyAiH-Aj:A?  '  j/^AxA^-i-Ay  AiH-A^ 


Az 


^Aa?A§  *f-  AyA?7  *f-  AzA^ 
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Quando  gli  assi  sono  ortogonali,  allora  chiamando  ce,  /3,  y 
gli  angoli  che  la  corda  k  forma  con  i  medesimi,  si  avrà 

àx  Q  ày 

COS  ce  =3   -77 r T—  ,      C08  p  =  ' 


cosyt 


j/"A^»  -h  Ay»  -4-  As* 
ove 

i*  ss  Ar>  H-  Ay>  4-  A«» 

Tali  sono  le  diverse  formole^  che  sussistono  fra  le  quan- 
tità Ar  ,  Ay  ,  Az ..  e  A. 

183.^  Supponiamo  adesso  che  il  punto 

(op  -H  Aa:,  y  -+-  Ay ,  «  -*•  Ab) 

vada  accostandosi  indefinitamente  al  punto  (x^  y,  z)  ;  in 
questo  caso  la  secante  verrà  a  confondersi  con  una  cer- 
ta retta ,  che  dicesi  tangente  alla  curva  data,  e  la  tocca 
al  punto  JKT,  y,  1  ;  quindi  per  ottenere  le  funzioni  tri- 
gonometriche 0,  &,  e  simili  alle  ▲,  b,  c  le  quali  deter- 
minino la  direzione  della  retta  tangente  rapporto  ai  tre 
assi  basterà  cercare  i  limiti  verso  quali  convergono  i 
medesimi  valori  di  a,  b,  e  per  la  supposizione  di  Ao^, 
Ay,  Az,  nulli,  e  si  troverà  come  già  si  è  praticato  per 
le  curve  piane 

àx 
|/'da;3-+-dy>«4-djcM-2drdycos£+2dardECOs/-H2dyd;;cos^ 


òx 

C  S3      - 

|/'dr>-Hly>4-d;s>+2dirdycosc-|-2dxdscosi^+2dydzcosl^ 
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Neiripoiesi  degli  assi  ortogonali,  a,  t  ^  e 
ranao  i  co  scoi  degli  angoli  a,  j6,  y  che  la  Ungente  for- 
ma con  gli  stessi  assi,  e  le  precedenti  espressioni  si  ri- 
durranno ad 

ix  dsf 

cos  a  =  - — • r-  •    cos  a  =  — — — ^ 

dx 
cos  Y  «= 


l/^dx»  -h  d^*  -+-  djs' 


Di  più  chiamando  t  Karco  computato  da  un  panto  fisso 
fino  al  punto  (x,  ^,  ;:),  ed  immaginando  Tarco  As  com- 
preso fra  i  due  punti  (x,  y,  2)  ^  (oH-Aar,  y-+-Ay,  «H-A:) 
infinitamente  vicini,  è  chiaro  che  per  il  tratto  Èks  infi- 
nitamente piccolo  della  curva,  il  limite  del  rapporto  df4- 
Tarco  As  alla  corrispondente  corda  k  sarà  egaale  airmi- 
tà,  e  perciò 

i     r   ^ 

g^  A# 

^Ar'+Ay'+A7M-2AjrAycosg+2AxAscosg^+2AyA5CCK** 

Qothinque  sia  la  variabile  indipendente,  si  potrà 
pre  dedurre  per  la  cognita  definizione  dei  di 


dis^da:^H-dyM-diH--2dxdycos€*4-2dxdjeco6|^+2dyd£CQ»:^ 

cosi  supponendo  y>  e  js  funzioni  della  0^  otterremo 

d«  =4rj/"1  -h  y  »-H«'*-H2y'cos6  -H  2/cos/h-2/z'co$s' 

In  qualunque  ipotesi  le  funadoni  trigonomelridie  a,  hy  «, 
diverranno 

do:        ,        dv  ^^ 

d«  d«  d« 
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ovvero 

a  b         e  1 

dx       dy       ix       A$ 

e  neiripotesi  degli  atsi  ortogonali^  si  riducono  a 

dx  a     ^y         .      ** 

cosaar-f    co»/3=ri,    co»7=  — 
di  di  A» 

d^onde 

cos  a       C08  /3       C09  7        1 
dx  dy  éz         di 

Da  tutte  queste  diverse  formolo  rimane  determinata  la 
direzione  della  tangente  rapporto  ai  tre  assi;  per  cono- 
scere poi  Tequazione  della  medesima  retta  tangente,  sie- 
DO  X,  Y,  Z  le  coordinate  di  un  suo  punto  qualunque, 
noi  avremo 

X  — a;      Y  — y       1—x 

a  b  e 

dalla  quale 

1  \—x       Y—y       Z— « 

dx  dy  dx 

I 

I  TaFè  l'equazione  della  retta  tangente  una  curva  situata 
nello  spazio ,  in  un  punto  dato  (x ,  y,  z)  per  un  qua- 
lunque sistema  di  assi,  e  qualunque  sia  la  variabile  in- 
dipendente. Alla  medesima  equazione  si  può  anche  giun- 
gere osservando  che  la  curva  nello  spazio  é  data  quan- 
do vengono  date  le  curve  di  projezione  nei  tre  piani , 
cosicché  prendendo  x  per  variabile  indipendente  si  ab- 
bia per  le  curve  di  projezione  nei  piani  yxj  zx 

e  siccome  per  un   principio  di  geometria  la  projezione 
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della  tangente  ad  una  curva  <{naloD4{ae  skipm  mi  dato 
piano  coincide  con  la  tangente  alla  curva  projetiata  od 
medesimo  piano  ;  così  per  Tequazioni  alla  tangente  delle 
dae  proposte  curve  nei  ponti  (x,  y)  ed  (x,  x) 

X— a;      X— y      X — x      Z~z 
dx  ày     "^     àx  djs 

Queste  formole,  che  sussistono  qualunque  sia  la 
le  indipendente  della  quale  sieno  funzióni  le  jc,  y,  z  con- 
ducono immediatamente  ad 

X—x     Y— y       Z—  t 
dx  dy  dz 

come  già  si  era  trovato  antecedentemente. 

184.''  Un  piano  dicesi  tangente  ad  una  corra  qua^ 
lunque  in  un  dato  punto,  quando  passi  per  la  retta  tan- 
gente a  questo  punto  ;  di  qui  ne  segue  che  aoa  curva 
tracciata  nello  spazio  potrà  avere  in  ogni  suo  ponta  na 
infinità  di  piani  tangenti  ;  ma  fra  questi  ve  ne  ha  uno 
che  merita  un''  attenzione  particolare  ,  e  che  suol  diia- 
marsi  piano  osculatore.  La  natura  del  piano  osculatore  ad 
un  qualsiasi  punto  della  cur?a  v^rrà  definita  daUa  ri- 
cerca del  limite  verso  il  quale  convelle  un  piano  ek 
passi  per  tre  punti  infinitamente  vicini  della  curva,  e 
che  noi  esprimeremo  simbolicamente  per 

(^1  y,  *),     ((1  -H  à)x ,  (1  +  A)y ,  (1  ^  A)z) 
((1  H- A)*j:  ,  (1  -h  A)»y  ,  (  H-  A  ^z) 

in  modo  che  questi  tre  sistemi  di  coordinate  dovranno 
verificare  per  i  coefficienti  A ,  B  ,  G  del  piano   le  tre 
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e<{iuizioni 

Aj>t.By-vGUr=il ,  A(  1  -♦-A)a;-»-B(1  -t-A)y-|-C(  1  -»-A)«=it 
A(1  +A)»«4-B{1+A)*yH-C(1+A)>«c=t 

Queste  dae  ultime  simboliche  si  riduiromu)  in  forza  del- 
la prìma^  ad 

AÀr-hBAy-4-GArso 

AA«a:^-BA»y-hCA«js  =  o 

dalle  quali  deduciamo  un  rapporto  fra  i  tre  coeiEcienti 
A,  B,  G  onde  il  piano  passi  per  i  tre  nominati  punti  : 
il  rapporto  in  questione  è  dato  evidentemente  dalle  fra- 
zioni 

ABC 


I  >  I     I  ' 


,Ay  A*jj:  —  /ix  A»y       Az  A*x  —  Ax  A'z  Ax  A'y —  Ay  A^a? 

,      Immaginiamo  ora  che  i  tre  punti    concorrono  verso  il 
,      punto  unico  (jc^  y,  z)  della  curra,  allora  il  piano  in  pro- 
posito convergerà  verso  la  direzione  di  un  piano   tan- 
^       gente  alta  curva,  completamente  determinato  di  posizio- 
ne, e  ehe  noi  chiameremo  piano  osculatore  alla  curva  in 
quel  punto.  Per  ottenere  questo  passaggio  basterà  divi- 
dere primieramente  i  denominatori  delle  tre  frazioni  per 
cn^  ,  ove  op  sia  il  consueto  inGnilesimo  ausiliare,  e  quin- 
di cercare  i  limiti  verso  i  quali  convergono  le  medesi- 
me tre  frazioni  per  V  annullamento  di  Aa? ,    Ay  ,   Az  ; 
ora  ritenendo  che  À,  B,  G  seguitano  a  rappresentare  i 
limiti  verso  i  quali  convergono  le  fnnzioni  trigonometri- 
cbe  A,  Bf  C;  sarà  dall'equazioni 

AtT  A^x 

da7=>Iim —  j     d*x=Hm 


«  ^»     ' 
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pc^r  i  coeiDcienti  A,  B,  C  del  piano  oscalatore 

A  B  C 


dy  d'*s  —  dj;  d'y      àz  d*a:—  dx  d^z       da:d*y  —  dy  d*x 

Se  Xy  y^  z  sìeno  le  coordinate  del  panto  di  contatto,  ed 
X,  Y,  Z  le  coordinate  di  un  punto  qualunque  del  pia- 
no è  evidente  che  i'^equazione  generale  di  questo  piano 
sarà  della  forma 

A(X-a7)H.B(Y— y)4-C(Z-.») 

dunque  I**  equazione  del  piano  osculatone  la  curva  nel 
punto  (or,  y,  z)  si  riduce  ad 

(X  —  x)  (dy  d»z  —  dz  d>y)  4-  (Y— y)  {dx  d>j  —  dar  d»i) 

-f-  (Z  —  z)  {ixd'y  —  dy  d»j)  «  o 

Ognun  vede  che  fra  gr  inGniti  piani  tangenti  la  curra 
nel  punto  {Xj  y^z)  questo  solo  é  completamente  deter- 
minato :  quando  la  curva  sia  piana,  il  piano  oscnlatore, 
ed  il  piano  della  curva  sono  coincidenti;  le  precedenti 
equazioni  sussistono  qualunque  sia  la  variabile  indipen- 
dente, e  qualunque  sia  la  scelta  delle  coordinale  retti- 
linee, e  si  potranno  scrivere  anche  più  brevemcote  i  va- 
lori di  A,  B,  C,  con 


B 


-K-^)  '--e^)  K-s) 

185.^  Una  retta  dicesi  normale  alla  €ur>a  in  un  pun- 
to {Xf  y,  «),  quando  è  perpendicolare  alla  retta  tangen- 
te nel  punto  di  contatto.  Ora  é  chiaro  che  per  uno  stes- 
so punto  di  curva  a  doppia  curvatura  si  potrà  condur- 
re un  numero  infinito  di  rette  perpendicolari,  o  normali, 
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le  qQali  sono  (otte  comprese  in  un  piano  che  passa  per- 
pendicolarmente per  Io  stesso  punto  (x^  y^  z);  per  que7 
sto  motivo  il  piano  in  questione  dicesi  piano  normale:  ia 
sua  equazione  sarà  della  forma  • 

'  A,(X  — x)H.B.  (Y  — y)-HC,(Z  — 2)=o 

e  la  determinazione  dei  coefficienti  dipende  dalla  condi- 
zione analitica)  che  d'esso  sia  perpendicolare  alla  retta 
tangente 

X— X      Y— y      Z—x 

dr  dy  dji 

Ora  per  quanto  si  sa  dalla  geometria  analitica  i  coeffi- 
cienti Al,  B|  ,  C|  dovranno  soddisfare airequazione co- 
mune 

A,  B. 

dx  -f-  dy  cos  £  -H  dLs  cose'       dy  -4*  dx  eos  s  +  dj;  cos  i 

e. 

fSS     ^W^— -    Il  I  I  I  11  ■  *  P.    '      ' 

dz  -H  Ar  COS  é'  -H  dy  cos  t'^ 

quali  in  forza  dei  valori  ^,  iq^  ^  stabiliti  ài  parag.  l82 
diverranno 

A,        Bf        Ci 

d|~d^~d5 
d^onde  l'equazione  eereata  del  piano  normale 

(X-a:)d§+(Y-.y)d>2H-(Z~^)d?-o. 
Quando  gli  assi  sieno  ortogonali  si  avrà  semplicemente 

(X  —  flc)  dj?  -H  (Y  —  y)dy 4-  (Z  —  z)  dz  =  o 

Si  moltiplichiiio  adesso  le  respettive  differenze  delle  coor- 
dinate per  d^)  di7,  d^,  e  si  conduca dalforigine  delle 
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courdinate  un  raggio  vettore  p  al  poQto  (r,  y,  js)>  aTremo 

p^s=sx^-ir  y*-f-  «•  -4-  2j?y  008  5  4-  Zr;5  C06  ^  -H  2tfx  co&f 


quindi  diflTerenziando,  e  dividendo  per  2)  l'equazione  ià 
piano  normale  si  trasformerà  in 

Ghe  se  alFopposto  si  soslituisoaoo  i  valori  di  d§,  dif,  d^, 
e  si  raccolgano  i  respettivi  coefficienti  di  dx,  dy ,  dz , 
e  si  faccia  per  breviti 

Xi  ea  X  «4*  Y  cos  2  -4-  Z  cos  e^ 
YfSsYH.Xcos6«4*Zcos^ 
Zi  =s  Z  H-  X  cos  e'  -I-  Y  cos  €^ 

troveremo  per  l'equazione  trasformata 

(X. -5)  do:-*.  (Y. -1,)  dy  ^  (Z,  -  ^  dx  =o 
Le  nuove  differenze 

X|  —  §  ♦        Y|  —  ij  ,        Z,  —  5 
si  riducono  alle  differenze 

X  —a:  ,        Y  — y  ,        Z— « 

nell'ipotesi  degli  assi  ortogonali. 

186.<»  Fra  l'indicato  numero  di  normali  alla  cvm 
in  un  punto  dato,  e  tutte  comprese  nel  piano  normale 
ve  ne  ha  una  particolare  che  potremo  chiamare  normak 
principale^  e  verrà  data  dall^intersezione  del  piano  oscu- 
latore con  il  piano  normale  :  Tequazioni  dì  questa  ret* 
ta  si  trovano  nella  coesistenza  delle  due  per  i  medesinii 
valori  di  X,  Y,  Z 

(X-x)(dj/d=>5-difd»y)H.<Y-y)(d.rd^z-drd'j:)-f-(Z-5)(da:d»y-dyd>j)- 

(X— x)  d|-i-  (Y-y)  dr3^(Z-z)  d?  =  o 
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dalle  ifQàli  eliikiioàado  saecesBiTàinciite  le  tre  diCferen* 
ze  X— -fl),  Y—y,  Z— z,  ai  trova 


«^^■^fc^^kvaM^^^^^i^^^ 


éì^(dz  à^x  —  d^  d*«)  -^  di?  (dr  d'y  -^  dy  A^x) 

Y-y     

d5(dx  d«y  —  dy  d»a?)  —  d^  (dy  àH  —  ds  d*y) 

dìjfdy  d»j?  —  dj  d»y)  —  d§  (dz  d»j?  —  dx  d»z) 

Eseguendo  le  indicate  moltiplicazioni,  e  riflettendo  che 
per  il  diflerenziale  dell'arco 

di*  «3  dx  d§  -4-  dy  d)7  «f-  ds  d? 

si  avrà  da  nna  nnova  differenziazione 

di  i^s  =3  àx  d»|  +  dy  A^vi  -f-  dz  d»? 
mentre 

àx  d>§  -4-  dy  d»*j  4-  dz  d*?  c::^  d|  d>a?  -^  Ari  d«y  -H  d?  d»i 

Con  queste  sostituzioni^  l'^equazioni  della  normale  pria* 
cipale  dopo  brevi  riduzioni  diverranno 

X— X  Y-y  Z—z 


As  d*x  —  da?  d»#        dj  d*y  —  dy  A^s       AsA^z  —  Ax  A^s 

le  quali  sussistono  in  qualunque  sistema  di  coordinate 
rettilinee^  e  qualunque  sia  la  scelta  della  variabile  in- 
dipendente. Sieno  ora  di,  ii,  di  i  coeflScienti  del  valor 
comune  delle  tre  ultime  frazioni  per  ottenere  Fespre»- 
sioni  X  —  X,  Y~^y,  Z— »je;  si  avrà  per  la  medesi- 
ma equazione  della  normale  principale 

X  — 05       Y  — y       Z— jf 

«•  ài  *» 

29 
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si  otterranno  immediatamente  i  valori 

^  d^  d*;r  —  dx  iU 

COSA  9 


di  |/^(d»x)«  -+.  (d*y)»  -h  (d»«)«  —  (d»«)« 

di  d«y  —  dy  d*# 
^^'^  ~  di  l/^(d»a:)»  -i-  (d»y)*  -|-  (d«jj)»  —  (d««)» 

d^  d>«  —  djK  d*j 
cos  Vk 


d^  l/'(d>j:)»  -H  (d*y)«  H-  (d»z)«  —  (d«j)» 

Queste  formole  sono  incluse  come  caso  particolari  ne- 
gli antecedenti  yalori  di  ai ,  &|  ,  Cj . 

187.**  Per  il  punto  di  contatto  (x^  y,  s)  si  coodoca 
una  retta  perpendicolare  ai  piano  osculatore  sarà  per- 
pendicolare insieme  alla  tangente  ed  alla  normale  prin- 
cipale; ed  in  altri  termini  se  di  questa  retta  sia  l'equa- 
2Ìone 

Xr—x      Y'^y       r^z 

li    "^    V  7~ 

dorrà  esser  perpendicolare  alle  due 

X— X       Y— y       Z— z 

a  ò  e 

X— a?       Y — y       Z— < 

«I  *i  Ci 

Ora  la  condizione  perché  la  prima  retta  sia  perpendico- 
lare a  queste  due  risiede  nella  ?erificarione  delle  due 
equazioni 

aaf  +  òk^  -f-  ce  -h  («^^  -4-  ^à)  cos  6 

rh  {oa  -f^  ae^  cos  l'-h  (*c'  -h  ri")  cos  €''«=  o 

d'ai  •+■  W,  •»-  c'ci  -f-  (a  Al  -f-  ai*')  cos  s 

•+■  (e  ai  -h  a'C|)  cos  ^  -+-  (AV,  -h  c'A,)  cos  /^  =3  o 
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nelle  qnali  il  primo  membro  rappresentando  il  coseno 
dell'angolo  di  due  rette,  sarà  qaesto  nullo  se  sia  retto. 
Raccogliendo  i  coefficienti  di  a,  òj  e,  e  chiamando  L,  M,  N 
gli  angoli  che  questa  rotta  perpendicolare  al  piano  oscu- 
latore nel  punto  forma  con  i  tre  assi  coordinati  x^  y,  z.^ 
si  ricaverà  per  quanto  è  stato  di  già  stabilito  al  para* 
grafo  182 

cos  L  £=:  cT  -h  ycos  1 4-  c^cos  ^ 
cos  M  «=3  &'  •+-  a'cos  £  4-  «j'cos  e" 
eoa  N  «a  «'-Hfi^cos  B  •H  A'cos  e'*' 

quindi  le  precedenti  equazioni  si  trasformeranno  in 

acosLH-&cosM-4-^cosNc;;;so 
01  cos  L  +  il  cos  M  -f*  ^i  oos  N  s=3  o 

Le  funzioni  trigonometriche  a^  b^  e  sono  proporzionali 
respettivamente  ai  differenziali  dx^  dy,  dx,  come  d'  al- 
tronde ai  j  ò^j  Ct  sono  proporzionali  a,  did^oc — drd%... 
dunque  per  la  determinazione  degli  angoli  L,  M,  N  avre- 
mo le  due  equazioni 

cos  L  d  jr  -f*  cos  M  dy  4-  cos  N  dz  as  o 
cos  L  A^x  4*  cos  M  d^y  -h  cos  N  d^xs=  o 

dalle  quali  per  Felimìnazione 

cos  L  cos  M  008  N 


dy  i^z  —  iz  d^y       dz  d*x  —  dx  d*«       dx  d*y  —  dy  d^x 

Ognun  vede  die  i  coefficienti  cos  L  ,  cos  Mf ,  cos  N  de- 
terminati da  queste  formolo  non  differiscono  dai  coeffi- 
cienti del  piano  osculatore,  od  in  altri  termini  il  piano 
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rappresentato  dairequazione 

(X  —  x)  cos  L-i-  (Y  —  y)  eoa  M  4-  (Z  — .  x)  cos  N  =  o 

coincide  con  il  piano  osculatore  della  curva.  Qoando  gii 
assi  sieno  ortogonali,  fra  i  coseni  degli  angoli  L^  M,  N, 
si  ha  la  relazione 

eos'L  4-  cos^M  •(-  cos^N  «»  i 

ma  nel  caso  opposto  avrà  luogo  un'altra  condizione  ck 
mi  si  rende  qui  inutile  di  richiamare  :  quindi    per   gli 
assi  ortogonali  il  valor  comune  delle  tre  frazioni  sim- 
-metriche  sarà  evidentemente 

cos  L  cos  M  cos  N 


dy  d*j5  —  dz  d*y      dz  d>x  —  dx  à^x      dr  d*y  —  dy  d»x 


1 


|/^(dyd»J5— 45d>y)»4-(dzd>x~drd»j!;)»H-(dj:d*y — dyd»xr 

^  1        

"^  ""  d*  |/'(d»jp)«  4-  (d^y)*  -+-  (A^xy  —  (àu)* 

dalle  quali  si  ottiene 


cosLssrh 


dy  d*a  —  dz  d»y 


cosMssih 


cos  N  «=:  dr 


i»  [^(A*x)*  -H  (d»y)»-|-  (à'x)*  - 

-  (d».)» 

ds  A*x  —  d«  d»x 

d«  l^(d»x)»  -H  (d»y)»  -j-  (d»x)»  — 

•  (*•»)' 

ix  à*y  —  dy  d*» 

d«  l/'(d»j;)»  H-  (d»y)»  -1-  (d'i)»  —  (d»«)» 

Queste  formolo  si  renderanno  più  semplici  per  la  sup- 
posizione di  di  cosUnte  o  di  d*j  =  o.   Scegliendo  dm 
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delle  coordinate  per  esempio  ia  sc^  per  variabile  ìndi<- 
.      pendente  in  modo  da  fare 


I 


dy  =  yàx ,     d'y  =  y'^d r*  ,    djs  =  z'àx ,     d^^  =  z'Ax^ 
allora  per  gli  angoli  L,  M,  N,  si  ha 

cos  L  cos  M         cos  N 


y  V  -  xff         -  z"  y" 


y/^f*  -H  i".  H-  (j,V'  -  x'f)- 

Sarà  bene  qui  di  osservare  che  cos  L  ,  cos  M  ,  cos  N 
rappresenteranno  ancora  i  coseni  degli  angoli  che  il  pia- 
no osculatore  della  curva  forma  con  i  tre  piani  ortogo- 
nali y2  ,  JKTJE ,  xy\  contuttociò  in  qualunque  sistema  di 
coordinate  rettilinee  Tequarìone  del  piano  osculatore  sarà 

(yV'-/y")(X-a:)-^''(Y-y)H-y'^(Z-js)  =  o 

Da  tutto  Tesposto  sopra  le  curve  tracciate  nello  spazio, 
ne  segue  che  l'equazioni  della  tangente,  del  piano  oscu- 
latore, e  della  normale  principale  rimangono  invariabili 
di  forma  facendo  uso  delle  coordinate  od  ortogonali,  od 
oblique. 

1 88.*^  Immaginando  la  curva  situata  nello  spazio  pro- 
veniente dair  intersezione  di  due  superficie  curve  di 
equazioni 

u  =  0  ,        »=  o 

avremo  dalla  differenziazione 

DjcM  dx  -t-  DyU  dy  -h  D,u  d«  =  o 
D:rtJ  dx  •+•  Dyt>  dy  -+-  D,t?  dz  =  o 


456 

nelle  quali  fatto  per  brevità 


p 

=  D^ 

D,«- 

-Dy» 

D.U 

Q 

=  D.« 

Dxt7- 

-D.r 

D,« 

R 

• 

•              • 

1  ■%  A  V  ■  /\<ft^^ 

-Dx« 

•DyM 

llUI 

lllaZlOIIr^ 

àx 

iz 

"b 

Se  le  nuove  funzioni  P,  Qi  R,  si  derivino  respettìva- 
mente  rapporto  ad  o^,  ad  y,  e  a  jr,  daranno  laogo  air 
equazione  comune 

DxP  4- DyQ  H- D,R  =  o 

Nella  nota  equazione  della  retta  tangente  i  differenziali 
djp,  dy,  àx  sono  proporzionali  alle  consuete  funzioni  tri- 
gonometriche a,  i,  e»  e  perciò  otterremo  ancora 

a         b  e 

II  comun  valore  di  queste  frazioni  si  ha  per  conosciuta 
relazione 

1  8S3  a> -i- &> -h  c'-H  2ai  cos  e  H-  2ac  cos  £^ -f- 26c  eoa  e'" 

per  oui  facendo  per  semplicità 

S>  a  P»  H-  QM-R*-4-2PQ  cos  s  •+-2PR  cos  ^-^2QR  cos  e" 

si  trova 

a        b        e ^  1 

d'onde 
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Nella  stessa  guisa  o88er¥aiid9  che  i  diiferenzìali  dj?,  dy^  Ax 
sono  egualmente  proporzionali  alle    differente  X  —  or , 

Y  — -  y  ,  Z  —  X,  avremo  daire<}ìiazioni  differenziali  delle 
dae  superficie  curve 

(X  —a:)  DxMH-  (y  —  y)  D/«4-  (Z  —  z)  D.m  «  o 

(X  — x)  D:ri>  H«  (Y  — y)Dyt?H.  (Z  —  js)  D,t?=5  o 

Di  qui  ne  viene  che  per  ottenere  Tequazione  della  retta 
tangente  una  curva  tracciata  nello  spazio,  basterà  nella 
3tta  equazione  differenziali  sostituire  le  differenze  X — Xj 

Y  —  y,  Z  -«  js,  ai  differenziali  Ax^  dy^  di.  Volendo  che  ti 
si  riduca  ad  una  funzione  di  due  sole  variabili  Xj  y-j 
allora  w  ss  o  sarà  la  projezione  della  curva  sul  piano 
delle  X»  y;  come  la  nuova  equazione 

(X  — a?)  D^-h(Y  — y)D^M 

rappresenta  la  tangente  della  projezione,  ed  insieme  la 
projezione  della  tangente:  questa  sola  osservazione  ci  fa 
immediatamente  concludere  che  la  projezione  della  tan* 
gente  ad  una  curva  qualunque  sopra  un  piano  dato  si 
confonde  sempre  con  la  tangente  della  curva  projettata 
sul  medesimo  piano,  come  si  era  osservato  al  parag.  183. 
1 89.**  Per  mostrare  una  qualche  applicazione  consi- 
deriamo Tellissi  proveniente  dall'  intersezione  del  cilin- 
dro circolare  di  equazione 

^»  •)•  ys  ^  2a:y  cose  a=  r* 
e  del  piano 

L'equazioni  diSbrenzialì  di  questa  curva  saranno 
(x  +  y  cos  £)  dx  -i-  (y  -f»  X  oos  g)  dy  ca  o 
Ad2?-f-Bdy-hGdcs=30 
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Di  qui  per  ttn^osserrazione  fatU  neiranlecedente  pang. 

Tcquazioni  della  tangente  saranno 

(ar  -H  y  cos  £)  (X  —  a?)  -H  (y  -^x  cos  e)  (Y  —  y)  =  o 
A  (X  —  x)  H-  B  ( Y  —  y)  V  C  (Z  —  a)  =  o 

e  che  si  riducono  ad 

Xa?  -+-  Yy  -*-  (Xy  •+•  Yx)  cos  g  =  r» 
AX  H-  BY  4-  CZ  =  K 

Queste  due  equazioni  rappresentano  la  tangente  al  cir- 
colo base  del  cilindro  nel  piano  delle  or,  y,  ed  il  piano 
stesso  della  curva;  come  d'altronde  è  evidente.  Di  più  i 
differenziali  djr^  dy,  àz  essendo  proporzionali  alle  fun- 
zioni trigonometriche  a ,  i  ,  e  le  quali  determiiiaiio  la 
direzione  della  tangente,  si  avrà  ancora 

(a?  -i-  y  cos  €)  a  4-  (y  -H  a?  cos  g)  ó  =  o 

Aa  -H  Bi  -4-  Ce  =  o 
dalle  quali 

ai  e 


y-f-xeose     — (x-f-ycosg)      B,  ,     A  ^ 

7-{«-+-ycosg)— —  (y  H- X  c©5 

Nel  caso  degli  assi  ortogonali  le  precedenti  forinole  da- 
ranno per  rinclinazione  della  retta  tangente 

cos  «       cos  j8       cos  7 

y  — X  Bx  —  Ay 


quindi  il  valor  comune 
cosa      cos/3  cos  y  1 

1       ^-^--bJ^a^      -  y^  Qfl^y 
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Sotto  questa  condizione  si  avrà  pure  per  i  differenziali 
dr,  dy,  dz 

ix       dy  ix 

y       —  X        Bx  —  Ay 


e  perciò  l'equazione  del  piano  normale  diverrà 

C  (Xy  ~  xY)  4-  (Z  —  «)  (Bjc  —  Ay )  =  o 

B  ipresa  V  ipotesi  degli  assi  obliqui  si  prosegna  la  dif- 
ferenziai ione,  e  derivazione  col  supporre  dx  costante , 
si  avrà 

a:  -f*  y  cos  6  -(«  (y  -f-  a:  cos  e)  y'  =a  o 

1  -f- y'cos  e  -H  (y  -f- ^  cos e)  y''-*-  (y'  -(-cose)  /«=  o 

A-t-By'-|-Cy  =  o 

B/'  +  Cz' 


^f 


d^onde  troveremo  per  le  derivate 

, (r  -H  y  cos  s)        ,       B(x  ^ y  cos  s)  —  A (y  -4-  «  cos  s) 


y-H^co6  e' 

C  (y  -i-  ^  cos  s) 

„               r*  sen»  e 

^       B         r*sen*€ 
^~  C  (y  -h  a?  cos  g)5 

^             (y  -f-  j?  cos  6)3  ' 

Se  questi  valori  si  sostituiscano  nelP  ultima  equazione 
del  parag.  187  dopo  tutte  le  riduzioni  si  trova  per  l'e- 
quazione del  piano  osculatore 

A  (X  —  0?)  4-  B  (Y  —  y)  -t-  C  (Z  —  «) 

il  quale  coincide  con  il  piano  della  curva,  come  d'al- 
tronde dovea  essere. 

190.^  Consideriamo  per  un'altro  esempio,  nni'Elica 
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descritta  sulla  superficie  di  un'ciiindro  retto  a  base  m- 
colare  in  modo  da  formare  sempre  un  angolo  coclaale 
con  la  generatrice  del  cilindro  :  quando  Passe  del  ciIÌA> 
dro ,  che  noi  potremo  anche  chiamare  asit  ddtdica  à. 
confonda  con  Tasse  dette  Zj  allora  la  base  del  cilindro» 
che  sarà  un  circolo  di  un  determinato  raggio  B  ,  de- 
scritto nel  piano  delle  x  y  avrà  per  equazione 

07»  ^.  y>  «B  Ra 

Chiamando  adesso  p  un  angolo  yariabite  che  il  raggio  R 
forma  con  l'asse  delle  or,  é  evidente  che  per  costmire 
un  Elica  basterà  portare  nel  senso  della  generatrice  del 
cilindro  ,  che  coinciderà  con  V  asse  delle  x  ,  una  lun- 
ghezza proporzionale  all'arco  Rp  ,  in  modo  che  la  terza 
coordinata  x  sia  in  un  rapporto  costante  con  lo  stesse 
arco,  in  questo  modo  Tequaziooi  dell'Elica  saranno  conn 
prese  nelle  formolo 

oo^BsR  eospj    ycssRsenp,    se=s  aRp 

a  rappresenta  una  data  costante,  la  quale  si  potrà  de- 
terminare da  un  valore  particolare  di  p ,  che  sarà  po- 
sitivo, o  negativo  secondo  che  il  raggio  R  avrà  un  mo- 
vimento diretto,  o  retrogrado  con  1'  asse  delle  ascisse  : 
supponendo  adunque,  che  la  x  si  trasformi  nella  lun- 
ghezza costante  k  quando  sia  p  ass  360  ss  27r  ;  sotto  que- 
sta condizione  sarà 

*  s=  2naBi  »        ovvero        a  =  rrrr 

Per  conoscere  le  projezioni  deirelica  nei  piani  xz^yzy 
basterà  eliminare  Tangoto  p  nei  due  valori  x>  y ,  vale 
a  dire 
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•Tfero 

Le  corre  rappresentate  dalle  precedenti  due  equazioni 
sono  incluse  nelle  curve  che  si  chianaano  dei  seni ,  e 
coseni;  l'altezza  h  corrispondente  air  intera  periferia  é 
ciò  che  dicesi  pa$$o  dellVtca;  infine  osservando  che  dai 
tre  valori  delle  x,  y,  z  si  ricava 

y        .  z        2itz 


X  àR 


avremo 


T^^ik)'    '^     «  =  «R .re UDg  (^) 


ovvero 


2;  "*  *•"« 


(i) 


Questa  equazione  appartiene  alla  superficie  Elicoide  ge- 
nerata dal  moto  orizzontale  del  raggio  R  che  trovasi 
fisso  con  le  due  estremità  sull'asse  del  cilindro,  e  suU' 
elica  :  viceversa  immaginando  che  la  superficie  Elicoide 
rappresentata  dalla  precedente  equazione  venga  ad  in- 
contrare un  cilindro  di  equazione 

allora  Tintersezione  di  queste  due  superficie  produrrà  due 
eliche  delle  quali  i  punti  corrispondenti  sono  situali  ad 
egual  distanza  dall'  asse  delle  z  ;  quindi  la  coesistenza 
delle  due  ultime  equazioni  rappreséiita  due  curve  eliche, 
una  delle  quali  si  confonde  con  quella  che  abbiamo  fino 
ad  ora  considerato. 
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191.^  DiSerenziaodo  i  valori  delle   (re    coordioaie 
x^  y,  z  espresse  per  Tangolo  ;»,  si  avrà 

dr  =  —  Rsenpdp,    dy  sss  Rcosp  dp  ,    dr^^aR^p 

ed  il  differenziale  deirarco  $ ,  darà  con  gran  Cicilità 

d#  =  R  d/ij/'l  -f-  o» 

e  per  conseguenza  gli  angoli  a,  /3,  y,  che  la  tangente  ìì 
un  pnnto  (x,  y  ^  z)  dell'elica  forma  con  gli  assi  delle 
coordinate,  saranno  espressi  per  le  formole  di  già  tro- 
vate al  parag.  183,  con 


cos  a 


cos  jS  cos  y 


—  Rsenp         Rcosp  aR  Rl/"1 

ossia 

seno  ^  cosp 

cosa«=q=  ^,     — ,  cosfl  =  ±  -t: — =— 


cosy  =  tt: 


1^1 


jl'angolo  7  che  la  curva  forma  con  Tasse  delle  z  si  mai- 
tiene  costantemente  lo  stesso  come  deve  essere,  quante 
volte  Tasse  delle  z  coincida  con  la  generatrice  del  ci- 
lindro :  nello  stesso  modo  Pequazione  del  piano  normale 
come  si  é  trovato  al  parag.  185  diverrà  nel  nostro  caso 


Z  s=0 


y 


— f  (Y  —  y)  cosp  —  (X  —  a?)senpJH-Z  - 

Supposto  ora  às  costante,  e  proseguendo  la  dìCferenzii- 
zione,  abbiamo  primieramente 

d^fsaRd'p  ^1 -Ha^«=o,        cioè        dipeso 

Sotto   quest'ipotesi,  una  nuova   differepziazione   delle 
Xj  y,  z  darà 

^  A}x  ==  —  R  cosp  dp« ,  d*y  =  —  R  sen p  dp«  ,  d**  c=e 


I 
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Di  qui  i  coseni  degli  angoli  X,  fx,  v  che  la  normale  prin- 
cipale alla  curva  nel  punto  (r,  y,  z)  contiene  con  ì  tre 
assi,  per  le  formole  stabilite  al  parag.  186  daranno 

cos  X  cos  a  cos  v 


cos/x 


— »  cos  p         —  sen  p  o 

quindi 

cos  X  e=  db  cos  p  ,    cos  jut  es  =i=  sen  p ,    cos  V  =  o 

dalle  quali  si  deduce  che  l'angolo  formato  dalla  normale 
principale  con  la  generatrice  del  cilindro  è  retto,  od  in 
altri  termini  la  normale  principale  è  parallela  alla  base 
del  cilindro,  e  si  confonderà  con  la  generatrice  della  su- 
perficie Elicoide.  Infine  come  già  si  è  veduto  al  para- 
grafo 187  i  coseni  degli  angoli  L  ,  M,  N  formati  da 
una  perpendicolare  al  piano  osculatore  con  i  tre  assi 
coordinati^  dipenderanno  per  la  elica  dalle  formole 

cosL  eosM 

=  cosN 


a  sen  p         —  a  cos  p 
ovvero  per  il  loro  valor  comune 
cosL  cos  M  cos  N 


senp         —  cosp  1  ^^1 


e  siccome  si  ha 


a  1 

cos  7  =  -r: ,  tang  7  e=  — 


cosi  anche 

cos  L         cos  M        cos  N 
sen  p      — *  cos  p      tang  y 


=  :i:  cosy 
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e  quindi 

cosLs?=±:seupcos  7,  costfs^^rco^cofi  y,  eosN^^^tiseti  7 

Ognun  vede  che  gli  angoli  p,  7  sono  le  coordinate  po- 
lari di  un  punto  di  questa  retta  innalzata  perpendioo- 
brmente  al  piano  osculatore  ;  di  più  i  coefficienti  dà 
piano  osculatore  sono  proporzionali  ai  coseni  degli  an- 
goli L,  M,  N,  e  perciò  la  sua  equazione  sarà  evidenfe- 
mente 

(X — a;)senp  — (Y— y)cosp  4-(Z— -x)  tangys* 
ovvero 

a  ((X  —  x)senp  —  (Y  —  y)  cosp  j  -).  Z  —  xsbo 

Molte  altre  formolo  relative  airelica  si  troveranno,  quan- 
do parleremo  in  particobre  dei  raggi  di  curvatura  di 
una  linea  situata  nello  spazio,  e  vedremo  delle  proprìeli 
rimarcabili  delle  quali  gode  questa  curva. 


Dei  piani  tangeniij  e  JUÌe  normali 
alle  tuperfieie  curve. 


192.<»  Riferendo  i  diversi  punti  di  una  superficie 
curva  a  tre  assi  o  rettangolari  od  obliqui,  sieno  secondo 
il  consueto  x^  y,  x  le  tre  cowdinate  di  un  punto  qua- 
lunque, e  rappresentiamo  per 


la  sua  equazione,  nella  quale  u  sarà  una  funzione  daU 
delle  tre  variabili  x,  y,  2,  e  differenziandola  avraM 

DxH  io:  H^  D/^  Ay  -+•  D«f»  éx=,Q 
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ambedue  Tequazioni,  finita  l'una,  e  differenziale  Tal- 
tra  si  potrà  considerare  una  qualunque  z  funzione  delle 
due  indipendenti  a?,  y.  Immaginiamo  adesso  che  per  un 
punto  dato  (x,  y,  js)  si  faccia  passare  una  curva  trac- 
ciata nella  medesima  superficie;  in  questo  caso  una  sola 
delle  tre  coordinate  ^ ,  y ,  r  rimarrà  indipendente  in 
modo  che  la  proiezione  di  questa  curva  nel  piano  x^  y 
potrà  avere  per  equazione  finita 

/(j:,y)r=o 

e  per  equazione  differenziale 

A(x,  y)  ix  -l-/;(^,  y)  dy  =  o 

ed  eliminando  il  dy  con  I'  equazione  differenziale  della 
superficie,  si  otterrà  per  la  proiezione  della  curva  nel 
piano  X  z 


\  //(*.y)  /  ' 


O 


Ciò  posto  per  il  punto  (x,  y,  z\  conduciamo  una  retta 
tangente  alla  curva  tracciata  sulla  superficie  ,  e  sieno 
X)  Y,  Z  le  coordinate  di  un  punto  qualunque  della  me-^ 
dcsima,  si  ricaverà  per  le  sue  equazioni 

'  /c>,y)(X-a?)4-/;{x,y)(Y-y)=o 

Eliminando  fra  queste  due,  le  funzioni  fx{x^  y\fy\^^  y)» 
Inequazione  risultante  sarà  il  luogo  geometrico  di  tutte 
le  tangenti  condotte  per  il  punto  (jr,  y,  z)  a  curve  qua- 
lunque delineate  sulla  superficie  curva.  Questa  elimina- 
zione ci  conduce  air  equazione  di  primo  grado  fra  le 

30 
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YUriabili  X,  Y,  Z,  cioè 

(X— x)  D,u-4- (Y  —  y)  DyU-H (Z  — 2) D,i«  ss» o 

|a  qaale  apparterrà  evidentemente  ad  un  piano ,  che  ai 
chiamerà  pùnto  t<i$igenU  della  superficie  io  un  punto  dato 
(x ,  y ,  z).  TaV  è  il  luogo  geometrico  di  tutte  le  tan- 
genti  alle   curve  tracciale  sulle  superficie,   e  che  pa»* 
sano  per  il  punto  di  contatto.  DalP  equazione  differen- 
ziale della  superficie  si  passerà  a  quella  del  piano  tan- 
gente col  sostituire  le  differenze  X  —  X)  Y«^y,  Z — z  in 
vece  dei  differenziali  dx,  dy,  iz.  Il  piano  tangente  avrà 
comune  un  sol  punto  (  x ^y ^  z)   colle  superficie  con- 
vesse in  tutte  le  loro  parti;  ma  in  generale  si  potrà  dire 
che  il  piano  tangente  taglierà  la  superficie  secondo  una 
linearla  quale  passerà  per  il  punto  di  contatto,  e  non 
cesserà  di  contenere  tutte  le  tangenti  alle  curve    trac- 
ciate in  questo  punto  sulla  superficie.    Questa  linea  di 
iiUersezione  separerà  tulle  le  linee  le  quali  trovassi  de- 
scritte sulla  superficie  al  di  sopra,  e  al  di  sotto  del  piano 
tangente  :    aggiungiamo  di  più  che  tutte  le  precedenli 
considerazioni  suppongono  che  i  punti,  pei  quali  passino 
tutte  le  rette  tangenti  non  sieno  punti  singolari  ;  men- 
tre allora  il  luogo  geometrico  delle   medesime   sarà  io 
generale  una  superficie  differente  dal  piano. 

193.<»  Una  retta  la  quale  si  elevi  perpendicolarmente 
dal  punto  di  contatto  al  piano  tangente,  è  ciò  che  dicesi 
normale  alla  superficie  per  il  punto  dato.  Se  rappresen* 
tiamo  per 

X— 05       Y— y  _  1—z 

«I  *l  Ci 

le  sue  equazioni ,  la  condizione   onde  questa  retta  sia 
perpendicolare  al  piano  tangente  sarà  come  nel  parag.  185 
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espressa  da 


Iijt$ 


Cg-^aicos  6^^  bgcos  {' 


Da  queste  equazioni  devono  ricavarsi  i  valori  delle  fun- 
zioni trigonometriche  Ai  ,  ii ,  c,^  le  quali  porgeranno  le 
inclinazioni  delia  normale  alla  superficie  con  i  tre  assi 
coordinati.  Quando  le  coordinate  fossero  ortogonali,  al- 
lora «1 ,  A| ,  Ci  si  ridurranno  ai  coseni  degli  angoli 
A ,  /A ,  y  che  la  normale  forma  con  gli  assi  delle  x  e 
delle  y ,  delle  « ,  e  si  avrebbe  £KÌlmeBle  per  il  valor 
comune 


Dxw         DyM         D,w 


COSA       cos/x        cosy 
e  facendo  per  brevità 


J/^(D^)«  H-  (Dyt*)«  Hi-  (D/i)» 


R  ^  j/^(D*w)«  -H  (D/»)»  -H  (D,t4V 


si  trova 


M)sA  =  =t:-g— ,     cosfJi  =  =fc-j||^  ,     cosydrca.-^ 

II  segno  -4- ,  o  —  si  adoprerà  secondo  che  la  normale 
sarà  prolungato  in  un  senso,  od  in  un  altro  a  partir  dal 
punto  (x,  y,  £)j  e  perciò  Tequazioni  della  normale  nel- 
r  ipotesi  degli  assi,  ortogonali  saranno  comprese  nelle 
formole 

X— jc        Y  — y         Z  — « 

Djtu  D^  D«u 
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In  qualunque  sistema  di  assi  ì  denominatori  defle  de- 
rivate parziali  D^ti ,  V^u ,  D^ ,  saranno  i  coseai  defK 
angoli  X,  [ij  V  che  la  normale  forma  con  i  tre  assi  obliqvì 
in  modo  che  chiamando  R  il  valor  comune  delle  tn 
frazioni  in  proposito,  si  avranno  per  la  determinazìeae 
delie  funrioni  trigonometriche  ai ,  b^y  C|  le  equazioni 

Ut  -4-  ó|008  e  -h  C|Cos  ^  «=  -^^ 

A 

£i  -*-  «tCos  e -4-  C|Cos  §  scs  --i^ 

K 

,  .    .         «      D,u 
Ci  •+'  «iCos  €  -t*  ^icos  r  =  -ig— 

n. 

n  valor  comune  R  sarà  indipendente  dalle  a^  ^  6%  >  'i 
e  conterrà  solamente  le  derivate  parziali  della  «e  »  e  k 
funzioni  trigonometriche  degli  angoli  degli  assi  ,  e  dei 
.piani^  Eseguendo  1'  elimiliazione  otterremo  i  yalorì  è' 
«1 9  ^ij  ^1  ^^  ^VLSili  si  conosceranno  V  equazioni  dcUi 
retta  normale. 

idi.""  Le  precedenti  equazioni  del  piano  tangente, 
e  deDa  normale  possono  prendere  differenti  altre  forme 
dipendenti  dalla  particolar  forma  dell'  equazione  delh 
fuperfiQÌe.  Cosi  se  ti  e=  o  dia 

allora  è  evidente  che 

ìì^ua^fj(x,  y) ,    DyU  =^//(x,  y) ,    D^  «»  _  1 
<|ttindl^  ponendo 

F^/'(^f  y)  =  Dx*»    jr «//(a?, y)  =:  D^ 

iHirà  non  solo 

d^  css;  pix  «H  qiy 
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ma  beo  anche  per  reqnadone  dd  {nano  tangente 

Z-«=p(X-*)-l-if(Y-y) 

e  per  rinclinazione  della  normale  nell'ipotesi  degli  assi 
ortogonali  avremo 

COS  A  COSfA        C08  V 

d'onde 

1 


\ 


COS  X  =3  d= 


^  »    eos  a  •=  =  ■     ' 


1 
€0sy=s=:  - 


J/'I  4.pS4.js 


e  per  conseguenza  V  equazioni  della  nonnaie  sono  coni* 
prese  nelle  formolo 

X— <c      Y— y     Z — ^g 

ovvero 

X  — «  +  p(Z— .»)  =  o  ,    Y  — y-4-sf(Z  — 4=*^ 

l'angolo  V  formato  dalla  normale  con  Tasse  delle  z  sarà 
eguale  all'angolo  formato  dal  piano  tangente  con  il  pia* 
no  xy^  ed  il  suo  valore  sarà  dato  dalla  formola 

COS  y  es3  d=  — :=;-   ,      OVVCrO       COS  V  =  db 


L^angolo  v  si  snol  chiamare  VincUnazian$  del  fitmo  ianr 
genUj  ovvero  Vindmasùme  della  ntperfieie  in  questo  pania. 
Infine  supponiamo  che  denotando  M)  9»  tv  ••-  Iuqzìodì 
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date  delle  variabili  Xj  y,  z  l'equazione  ddla  si^eriick 

sia 

avremo  per  Tequazione  del  piano  tangente 

-I-  (D,tt  -+•  D,r  -4-D,fv  H-...)  Z=a:  D;ct«-4-y  Dyi^+-r  D^m-K 

Qoaiido  ti ,  17 ,  IV  ...  fossero  funzioni  omogenee  del  gr^ 
do  m,  m —  t  ,  m  —  2  .  . .  allora  dal  teorema  salle  fon- 
lioni  omogenee^  si  ricaverà  per  il  piano  tangente  la  su- 
perficie del  grado  m 


(D,u  -H  Hxv  -4-  D,fv  -f--..)  X  -I-  (DyM+Dyr-l-Dytv  H-.^)T 


b  quale  in  forza  dell'equazione  della  superficie  diverrà 

(pjM  H-  D,t?  -4-  D,iv  -♦-...)  X-4-  (DyiH-  Dy©  H-  DyU»-f-...)T 
4-  (D,f»  H-  D,v  H-  D,fv  +...  )Z  ss  me  —  v  —  2fv  ..- 

Se  volessimo  considerare  variabili  le  x,  y,  z  in  qnest' 
ultima  formola,  allora  in  vece  di  rappresentare  il  piana 
tangente,  rappresenterà  Tequazione  di  un'altra  superficie 
del  grado  m  —  1  ^  la  quale  racchiude  il  punto  di  con- 
tatto della  prima  con  il  piano  tangente  condotto  per  il 
punto  (  X,  Y,  Z  ). 

195.^  Prima  di  venire  a  speciali  applicazioni  ana- 
lizziamo brevemente  la  posizione  del  piano  tangente  nei 
punti  di  quelle  superficie  le  quali  vengono  generate  dal 
moto  di  una  retta,  e  si  sogliono  chiamare  superficie  ri- 
gate ;  tali  sono  le  superficie  coniche,  cilindriche,  e  Tiper- 
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boloide  da  una  falda;  coniuttociò  le  sìiperCcie  rigate  si 
dividono  in  superficie  gobhe^  e  superficie  svi1uppabil%\  nelle 
superficie  gobbe  due  posizioni  consecutive  della  genera- 
trice rettilinea  non  si  trovano  nel  mcdesitno  piano;  in 
questo  caso  i  piani  tangenti  ai  diversi  punti  delia  me- 
desima generatrice   rettilinea   passano   tutti  per  questa 
retta ,  ma  sono  distinti  gli  uni  dagli  altri ,  e  ciascuno 
toccherà  la  superficie  in  un  sol  punto  :  alFopposto  nelle 
superficie  sviluppabili,  nelle  quali  due  posizioni  conse- 
cutive della  retta  generatrice  sono  in  un  medesimo  pia.- 
no  la  superficie  in  questione  verrà  toccata  dal  piano  tan- 
gente lungo  ciascuna  generatrice;  di  più  T intersezione 
consecutiva  di  due  generatrici  situate  in  uno  stesso  piano 
formerà  una  curva  alla  quale  è  tangente  ciasctina  gene- 
ratrice ,  questa  si  chiamerà  curva  di  regresso  della  su- 
perficie sviluppabile.  Così  nelle  superficie  cilindriche,  la 
linea  di  regresso  é  interamente  air  irifitiìto  come   ncTlc( 
superficie  coniche  si  ridurrà  al  solo  vertice  :  aggiungia- 
mo ancora  che  il  vertice  della   superficie  conica  è  un 
punto  per  il  quale  pud  passare  un  nutncfro   infinito   di 
piani  tangenti,  ed  offre  delle  particolarità  siibili  a  quelle 
che  presentano  i  punti  singolari  delle    curve  piane  ;  in 
questo  caso  i  coseni  degli  angoli   che  la   normale   alla 
superficie  forma  con  i  tre  assi  diverranno  indeterminati  > 
e  l'equazione  del  piano  tangente  diverrà  od  identica,  od 
eguale  ad   una   costante    arbitraria.   Veniariio   ora    ad 
esporre  successivamente  alcune  applicazioni. 

196.^  Consideriamo  primieramente   una   superficie 
del  second'ordine  rappresentata  dall'equazione  generale 

Ax*  -i-  By*  4-  Cs»  -h  2Dyr  -+-  2^ax  -+-  2Fjtry 

H-  2Gx  -h  2Hy  4-  2Iz  =»  K 

Trasponendo  la  costante  K  nel  primo  membro,  e  facendo 

ti  =3  Ax>-|-By>«hC23-f-2Dy2  -|-  2Ea:z  -4-  2F^y 

-t-  2Gx  -h  2Hy  +  2  U  —  K 


À 
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Tequazìone  della  superficie  si  ridarrà  ad 


u  =  o 


Supponendo  che  il  punto  di  contatto  del  piano  tanfeefe 
colla  superficie  sia  (x,  y,  jk),  e  che  X,  Y,  Z  mppresct- 
tino  le  coordinate  di  un  punto  qualunque  del  piano, 
avremo  dalle  derivazioni  parziali 

DyU  =  2  (By  +  Dz  +  FxH^H) 

D.ti  :=»  2  (O  -i-  Dy  -H  E^  +1) 

quali  valori  sostituiti  neirequazione  generale  del  piaao 
tangente,  ottenuta  al  parag.  1 92  e  dividendo  per  2,  verri 

(X-a?)(Aa:-+-Ez-|-FyH-G)-f-(Y— y)(By4-Dz  + Fjr+H) 
H-(Z  —  x)(CzH.Dy-f-ExH-I)=iO 

Eseguendo  le  indicate  moltiplicazioni,  e  riflettendo  aib 
equazione  della  superficie,  avremo  con  facilita 

AXx  ^  BYy  4-  CZz  -4-  2D  (^^  "T  ^^) 
+  2E  (^y  ,r(^')H.2G(5±f) 


Quest'espressione  ci  dice  che  per  passare  daireqnazione 
delle  superficie  del  second^ordine  airequazione  del  loro 
piano  tangente  basterà  ai  quadrati  x* ,  y> ,  z*  sostituire 
i  rettangoli  Xx ,  Yy ,  Z<s ,  ed  ai  prodotti  yz  ....  la 
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.  Yi8  -t-  Zy 
la  semisomma  dei  prodotti — ^  ...  come  allear  ^.•. 

la  semisomina  delle  X«-Har,  .  .  .  Se  ora  da.an  punto 
dato  (X,  Y,  Z)  fuori  della  superficie  del  second^  ordine 
si  Yoglia  condurre  un  piano  tangente  alla  medesima  su- 
perficie, basterà  per  la  risoluzione  della  questione  com- 
binare Kultima  trovata  equazione  del  piano  tangente  eoa 
l'equazione  ue=so  della  superficie;  in  questo  modo  fa- 
cendo per  brevità 

X  Y  1 

ed  insieme 

AX»  +  BY»  +  CZ»  H-  2DYZ  ^-  2EXZ 
2FXY  ^  2GX  ^  2HY  -♦-  2IZ 


si  ricayerà  Tequasione 

Ag>  -f.  B)9'  -H  G?'  -H  2D>3^  H-  2E§C  H-  2F$]9 
+  2G§  -f-  2H>3  +  21^  =  K. 

la  quale  appartiene  ad  unit  nuova  superficie  del  secondo 
ordine,  e  determinerà  i  punti  di  contatto  con  la  prima 
dalla  loro  mutua  intersezione,  e  per  conseguenza  da  un 
punto  dato  si  potranno  condurre  differenti  piani  tangenti 
ad  una  superficie  del  second'^ordine  :  osserviamo  inoltre 
che  Tcquazione  del  piano  tangente  essendo  di  forma  li- 
neare sia  riguardo  alle  X,  Y,  Z  sia  alle  x ,  y ,  js  ,  né 
verrà  che  supposte  costanti  le  X,  Y,  Z,  e  variabili  le 
a?,  y,  z  seguiterà  Tequazion  suddetta  a  rapi>resentarc  un 
piano,  il  quale  conterrà  tutti  i  punti  di  contatto  ;  dun- 
que se  da  un  punto  fisso  (X ,  Y ,  Z)  si  conducano  dei 
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piaui  tangenti  a  differentf  pnnti  di  una  superficie  del  se- 
condo ordine ,  la  curva  di  contatto  sarà  situata  in  «b 
sol  piano  :  questa  proprietà  delle  superficie  del  secoik&i 
ordine  si  potea  dedurre  ancora  da  un  osservazione,  cfae 
abbiamo  fatto  alla  fine  del  parag.  194. 

197.<»  Facciamo  adesso  neirequazione  delle  saper- 
fiele  del  second'ordine 

1 

e  si  chiami  Y  ciò  che  diviene  la  v  per  la  sostiluzioM 
delle  X,  Y,  Z  invece  delle  j*,  y^  Zj  Tequazione  del  piato 
tangente  ordinata  rispetto  alle  X,  Y,  Z  darà 


XDxt?  -4-  YDy«-f-  ZD^t?  =3  K—  (Cor  -(-  Hy  -i-  k) 

ed  ordinata  rapporto  alle  or,  y,  z,  diverrà 
A  DxV  +  y  DtY  +  «  DtV  =  K  —  (GX  +  HY  -4- 12) 


Come  già  abbiamo  avvertito,  se  in  questa  uliiina  fòr- 
mola  prendiamo  le  x,  y,  z  variabili,  e  le  X,  Y,  Z  co- 
stanti, allora  Tequazione  rappresenterà  il  piano  della  cur- 
va di  contatto  della  superficie  con  la  superficie  di  ni 
cono  circoscritto ,  del  quale  il  vertice  coincide  eoa  il 
punto  (X,  Y,  Z)  ;  questo  piano  dicesi  piano  polare  della 
superficie  corrispondente  al  pdo  (X,  Y,  Z)  ;  coDdaciamo 
dall'origine  delle  coordinate  una  retta  p  al  polo  (X,Y,Z), 
e  facciamo 

X  =  ap^    Y=/Sp^    Z=yp 

l'equazione  del  piano  tangente  diverrà 

K  — (Gar^Hy-f-Ir) 

? 

Se  in  questa  formola  si  supponga  p  s=  :t:  qo  ,  il  polo 
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(X,  Y,  Z)  sarà  situato  ad  una  distanza  infinita  dall'ori- 
gine, ed  il  cono  circoscritto  si  trasformerà  in  un  cilin- 
dro circoscritto,  del  quale  la  curva  di  contatto  sarà  un 
piano  di  equazione 

a  J)xf>  H-  /3  DyV  -h  y  D,»  «=  o 
e  la  generatrice  sarà  parallela  alla  retta  di  equazione 

X^_  Y        2^ 

«  ~  ^  ~  7 

Diverse  proprietà  interessanti  dei  piani  delle  curve  di 
contatto  verranno  enumerate,  quando  parleremo  dei  coni, 
e  cilindri  circoscritti  alle  superficie;  ed  in  particolare  a 
quelle  del  second'ordine;  ci  basterà  per  ora  notare  che  se 
la  generatrice  del  cilindro  circoscritto  diviene  successiva- 
mente parallela  ai  tre  assi  coordinati  delle  x,  y,  js,  i  tre 
piani  delle  curve  di  contatto  avranno  respettivamente 
per  equazioni 

Dxt?  =  0  ,    DyV  =  o ,    D,o  =  0 

La  coesistenza  di  questi  tre  piani  diametrali  determinerà 
ancora  il  centro  della  superficie  ;  quando  di  questo  ne 
sia  dotato.  Per  Tequazioni  poi  della  retta  normale  avre- 
mo come  dal  parag.  193 

X  — a:  Y  — y  Z  — z 


Ax-hEz-f-FyH-G       By-hDjs+Fx+H  Cjs-f-DyH-Ex +-1 

ed  insieme  per  i  coseni  degli  angoli  che  la  medesima 
forma  con  i  tre  assi  coordinati  sarà 

cos  X                          cos  ju.  cos  V 


Ax-hEzH-FyH-G       By-HDjK-4-Far-+-H       Cz-^Dy^Ex^^l 
ove  per  gli  assi  ortogonali  si  verifica 

cos*A  -h  cos*/x  -H  eos^y  =■  1 
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la  qaatc  appartiene  ad  una  retta  che  passa  per  Torigi- 
ne ,  e  che  in  questo  caso  coincide  con  il  centro  della 
sezione  nel  piano  delle  y  z.  L'inclinazione  della  norma- 
le ai  tre  assi  ortogonali  sarà  inclusa  neireqoazioni 

d*cos  A  *^cos  a        c'cos  y 


X 


dalle  quali  ricaveremo  con  facilità  per  il  valor  comune 
cosX       cosa        cosv  ^ 


cosjui        cosv 


a*  ó*  e*  y   cS        4^        e* 

D'altronde  la  perpendicolare  h  abbassata  dal  centro  del- 
Fellisaoide  sulla  direzione  del  piano  tangente  sarà 


1 


e  per  conseguenza 


Kx  *y       .     .      ** 


cosXs  —  9     cos|x  =  T7f 

or  O 


cos  vcs  -r 
a-  «'-  «* 


Infine  per  sapere  se  il  piano  tangente  traversi  la  super- 
ficie dolPellissoide,  basterà  di  esaminare  se  più  sislemi 
di  valori  delle  X,  Y,  Z  verificano  le  tre  equazioni 

ir»      »*       fi       ^        "l^     Yy      Z« 


X2-      Y*       Z» 

—  ^.  — H s=1 

a»        ó»        e» 
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e  si  avrà 

dalle  quali  si  ricava  con  facilità 


0 


quest'equazione  non  può  esser  soddisfatta  che  per  i  va- 
lori unici 

Xs=:  jp,        Y  =  y,        Z  =sx 

e  perciò  il  piano  tangente  non  traversa  la  superficie  del* 
rellissoide,  ma  avrà  un  sol  punto  di  contatto. 

199.<»  Neiriperboloide  da  una   falda   rappresentata, 
dall'equazione 

X*       y'         «* 

a»       ó»        e» 

abbiamo  per  il  piano  tangente  la  superficie   nel  punto 

Xx      Yy       Zs 

a»        A»        e» 

Quando  si  supponga  noto  il  punto  esterno  (X,  Y,  Z)  dal 
quale  debba  condursi  un  piano  tangente  alla  superficie, 
converrà  per  conoscere  i  punti  di  contatti  combinare  le 
due  ultime  equazioni  in  modo,  che  fatto  per  brevità 

X       g  Y  Z       ^ 

come  anche 

2a_2^_27_/X»      Y»^  Z*\  J 
a         *         e  ~  \a»        6»"      c^/ 


mallerà 


la  quale  appartiene  ad  an^altra  iperboloide  di  una  falda, 
e  di  semiassi  principali  «,  ^,  y  determinati  dalla  prece- 
dente condizione.  L^  intersecazione  di  questa  superficie 
con  la  data  farà  conoscere  i  punti  di  contatto,  ^equa- 
zioni della  normale  al  punto  (x,  y^  z)  saranno 

a»(X  ~  x)       b*{Y  —  y)       c'(Z  —  z) 
X  y  —z 

le  quali  daranno  separatamente  per  le  projezioni  nei  ire 
piani  ortogonali 

X  Z 

-f. . —  =  i 


.  ('•••^ '•'')■   ,  (p^y 


K<-5^)'   'C^y 


=  i 


i 


Qui  pure  quando  a=^òy  la  projezione  della  normale 
passa  per  il  centro  della  sezione  principale  con  il  piano 
delle  07  y  ;  i  coseni  degli  angoli  X,  fi,  v  si  troveranno 
determinati  nell'equazioni 

a^cos  X  *^cos  [i  g^cos  v 
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ovvero 

COSX  COSjX   cosv  1 

X 


6»  c>  r    «4  "*"  W  "*"  c4" 


d^onde 


s       hx  ky  kx 

COS  A  =3  ,       COS  tt  =  7-  ,        COS  V  es3  — ^  — 

A ,  indica  secondo  il  consueto  la  perpendicolare  abbas- 
sata dal  centro  della  soperGcie  sulla  direzione  del  piano 
tangente.  Qui  pure  per  sapere  se  il  piano  tangente  tra- 
verserà la  superficie,  dovremo  cercare  quei  sistemi  di 
valori  di  X ,  Y ,  Z  ,  pei  quali  si  verifichi  simultanea- 
mente 

flp»       y»  «*        Xx     Yy  Z% 

X»       Y*       ,        Z» 

—  ^  —   c±:1  H 

a»        6>  e» 

si  ricaverà 

/^'  ,  y'\A'    Y^\    /^     YyV 

Va»       6V\«^  *V     \a*       *V 
ovvero 

quindi  le  due  equazioni 

Ya?— Xy         Z  —z       Ya;  — Xy_       Z  — jk 
ab  e  ab  e 

31 
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le  quali  riunite  a  quella  del  piano,  otterremo  fra  le  coor^ 
dinate  X,  Y,  Z  due  sistemi  di  equazioni,  che  rappre- 
sentano due  rette  tracciate  sulla  superficie,  in  modo  da 
racchiudere  il  punto  (a?,  y,  z),  il  quale  se  diviene  mo-< 
bile  ,  ciascuna  delle  due  rette  si  muoverà ,  e  genererà 
Tiperboloide  da  una  falda  :  tutte  le  generatrici  di  que- 
sta superficie  incontrano  il  piano  delle  x  ^  y  j  come  si 
scorge  dalle  ultime  due  formole  per  la  supposizione  di 
Ztszx^  quindi  supposto  il  punto  nello  stesso  piano  delle 
Qpy  j  sì  avranno  i  due  sistemi  di  formole 

Z        Xar         Yy 


Y« 

-Xy 

« 

ab 

Yx 

-Xy 

f 


'     a-^b- 


e  dalle  prime  due  si  trova 

X  =  — /Z^-a?,  y=_Z-f-y 

oc  ae 

e  dalle  ultime 

X-^Z+or,         Y---Z-|-y 

oc  QC 

Alla  medesima  conclusione  saremmo  giunti  combinando 
l'equazione  della  superficie  con  Tequasione  di  una  relta^ 
ed  analizzando  le  condizioni ,  perché  tutta  intera  losae 
aderente  alla  superficie. 

200,''  Prendendo  Tequazione 

x^     y*       1* 
la  quale  rappresenta  la  superficie  deiriperbolotde  da  due 
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falde,  sarà  per  il  piano  tangente 

a»"      4»        e*  "^ 

Qui  ancora,  supponendo  noto  il  punto  (X,  Y ,  Z)  ed  in- 
cognito il  punto,  od  i  punti  (a;,  y,  x)  ai  quali  debba 
condursi  il  piano  tangente  dal  punto  estemo  (X,  Y ,  Z) 
si  combineranno  le  due  equazioni  della  superficie,  e  del 
piano  tangente^  in  modo  che  supposto 

X       ^  Y  Z       ^ 

a:-_=§,        y--->g,        *-y-5 

1^         b  ~  e    '^        \a»       6*        cV 
si  troverà 

a»       /3>       7>  *^ 

la  quale  appartiene  ad  un'altra  iperboloide  da  due  fal- 
de, e  rintersecarìoni  di  questa  con  la  data  determinerà 
ì  punti  di  contatto.  L'equazioni  alla  retta  normale  sono 
comprese  nelle  medesime  formole  che  per  riperboloide 
da  una  falda  :  facendo  in  fine  la  consueta  combinazione 
delle  tre  equazioni 

a?*         y*         X»         .        Xr        Yy       Zz 
a»        A*         e»  *     a*        ò*        e* 


X^       Y*       Z» 


conosceremo  se  il  piano  tangente  traverserà  la  superficie,. 
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ed  otterremo  primieramente 


i^^m^^y^-^-^' 


Va*       A*  / 


(J-')(l-0-(l-0' 


dalla  quale 


quindi 


X       Y  _ 

X        y 


quali  valori  dì  Z  «  e  di  X  sostituiti  noli' eqnanone  dd 
piano  tangente  ricaveremo 

Y«y 
e  perciò 

dunque  unico  ò  il  ponto  di  contatto  dell'iperboloide  da 
due  falde  con  il  piano  tangente,  il  quale  non  trayerserà 

la  super6cie. 

201.^  Per  il  paraboloide  ellittico  rappresentato  dal- 
l'equazione 

X»       y*        2z 

avremo  dalla  differenziazione 

xix      ydy      Ax 
a*  b^         e 
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quindi  per  degnazione  del  piano  tangente 

(S.  —  x)Jc  ,     (Y  — y)y         jZ—z) 
a»  A*  e 

e  che  si  ridarrà 

a»       6»  ~      e 

Supponendo  in  queste  formole,  che  sìeno  cognite  te  coor* 
dinate  X,  Y,  Z  del  punto  fuori  della  superficie^  dal  quale 
8i  conduca  it  piano  tangente,  avremo  per  la  determina- 
zione dei  punti  di  contatto  un'equazione  ad  un'altro  pa^ 
raboloide  della  medesima  forma  che  il  primo,  e  la  quale 
8Ì  trova  da  una  combinazione  dell' equazioni  della  su* 
perficie,  e  del  piano  tangente,  in  modo  che  eseguita  una 
sottrazione  otterremo  con  facilità 

{^-\y  (y-T)'  .-z   X.    Y. 

e  ponendo  per  brevità 

X  Y 

verrà  per  la  richiesta  equazione 

§a       ,2-       2?        X»    ^   Y» 


a*        A*         e  4a*         44* 

I^asse  di  questa  superficie  si  trova  determinato  dalle  due 
condizioni 

§  =  o,        yj  =  o 
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ovvero 

X 

Y 

ed  il  vertice  da 

25       X» 

4. 

Y» 

-ss»  0 

46» 

d'onde  per  l^ordinata  z  di  questo  vertice 


4  \a»        ó»/ 


L' equazioni  della  normale  al  punto  (x,  y,  z)  saranno 
per  le  consuete  formole  del  parag.  193 

a»(X~.x)^i»(Y-y)^_^^ 

«  y  '  ' 

Per  avere  un  valor  comune  di  queste  tre  frazioni,  ba- 
sterà moltiplicare  respettivamente  i  numeratori  ,  e  de- 
nominatori per  X,  y,  2z,  ed  otterremo 

X—x     Y-y      Z— z        a(X— ar)-Hy(Y— y)-|-2z(Z-2) 


x 

y 

—  1 

a?» 

y* 

2z 

'  -+-~ — 

a» 

4» 

e 

a» 

4* 

e 

E  siccome  il  denominatore  ultimo  si  annulla,  ed  i  pri- 
mi membri  non  hanno  valor  infinito,  cosi  sussistenmoo 
le  equazioni 

X  y 

Quest'ultima  appartiene  ad  un  piano  tangente  un'ellis- 
soide di  rivoluzione  nel  punto  (x^  y»  ^)  9  e  della  quale 
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requàzioùe  darà 

j?»  4.  y«  ^- 2««  =  C 

e  per  conseguenza  la  normale  al  paraboloide  ellittico 
sarà  compresa  in  questo  piano.  I  coseni  degli  angoli  che 
la  normale  forma  con  i  tre  assi  ortogonali  saranno  de- 
terminati dairequazioni 

xosX       cosa       cosv  1 


cos  jtx        cos  V 


X  y  —  1  iX^       ?1  j-  JL 

quindi  osservando  che  la  perpendicolare  A  abbassata  dal- 
r  origine  sulla  direzione  del  piano  tangente  si  esprime 
per 


1/  X^  ya  1 


si  avrà 


—  —,     cosa  =  rr  —  >     cosv«»  —  — 


Infine  é  molto  facile  di  persuadersi  che  il  piano  tangente 
non  traversa  la  superficie  del  paraboloide  ellittico;  in- 
fatti cercando  i  valori  di  X ,  Y ,  Z  che  oltre  alle  due 
equazioni 

j:»        y«        2z      Xx       Ty Z-^z 

a*        0^         c*a»"       ò*  e 

debbano  anche  soddisfare  ad 

X»       Y*       2Z 
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sì  avrà 


X»      Y*       x^       y^         ^  f\x     Yv\ 

—  H -4 -H—  =a   2(— -h—   I 

a»        ó«        e*        *a  \a»       4*  / 


e  che  si  ridurrà  ad 


(^y-(^y 


o 


alla  quale  si  soddisfa  per  il  valore  unico 

X«=a?  ,        Yc=y 

ciò  che  porta  anche  Z  c=:  jr. 

202.®  Prendiamo  in  ultimo  per  le  superficie  del  se- 

cond'ordine  priva  di  centro  X  iperboloide  iperbolico  di 

equazione 

«a       y»      2z 

si  troverà  per  Tequazione  del  piano  tangente 

Xx      Yy       Z-+-g 

Qui  pure  sottraendo  queste  due  equazioni,  e  compiendo 
i  quadrati  imperfetti  e  facendo  secondo  il  consueto 

X  Y 

OP  — y  =  §,     y  — y  =  iQ^     «— Zr=25^ 

ricaveremo 

^  —  ^      2?       X*^        Y' 

a:»        i*         e         4a*         4é» 

la  quale  appartiene  ad  un^altro   paraboloide    iperbolico 
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della  medesima  forma  che  il  primo ,  e  servirà  a  risol- 
Tcrc  il  problema  inverso,  vale  a  dire;  da  uu  puuto  da- 
to (X,  Y,  Z)  condurre  UQ  piano  tangente  alla  superficie; 
Fequazioni  dell'asse  della  nuova  superficie,  sono 


§  =  o  ,     1?  =  o ,        ovvero        a?  =  —  ,     V  =  y 


ed  il  vertice  è  situato  io  un  punto  di  quelfasse,  corri- 
spondente all'ordinata  z  determinata  dalla  equazione 


ossia 


e 

X» 

4a» 

46* 

=  0 

z  =  Z 

e 

L^equazioni  della  normale  sono  comprese  nelle  formole 


o 


X 


x(X  —  ap)  -Hy  (Y  —  y)  H-  2«  (Z  —  z)  css  0 

L'ultima  di  queste  equazioni  appartiene  ad  un  piano  tan- 
gente un'ellissoide  di  rivoluzione  al  punto  (r,  y,  zjcol 
centro  nell'origine  delle  coordinate^  e  di  equazione 

a:»  -h  y*  -+■  2j5»  =  C 

e  per  conseguenza  la  normale  al  paraboloide  iperbolico 
sarà  compresa  in  questo  piano.  Assoggettando  poi  le 
X,  Y,  Z  a  verificare  le  due  equazioni 


X»       Y»       2Z 

Xx      Yy 

a»        é»  ~"  e  ' 

0»       4» 
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Otterremo  le  linee  che  passando  per  il  punto  (  ^^  y»  ^  ) 
sono  comuni  alle  superficie  ,  ed  al  piano  tangeifte ,  ed 
avremo  daireliminazione  delle  x^  Z  per  mezzo  deirequih 
zione  della  superficie 

a*       *>        a»        ó*    ^     \a 
d^onde 


{^y-c-^r 


ovvero 


X'-x      Y— y     X—x_  _  (Y  — y) 
a  A     '       a  4 

Riunendo  a  queste  due  Fequazione  del  piano  tangente 
si  avrà  il  sistema  di  due  rette  tracciate  nel  paraboloide 
iperbòlico^  e  che  racchiudono  il  punto  (r,  y,  z),  quale 
divenendo  mobile  ciascuna  delle  due  rette  genererà  la 
superficie  del  paraboloide  iperbolico^  e  si  muoverà  io 
modo  che  la  sua  projezìone  sul  piano  delle  x  y  resti  pa- 
rallela ad  una  di  quelle  rette  secondo  la  quale  il  piano 
delle  xy  taglia  la  superficie. 

203.®  L'equazioni  di  già  stabilite  al  parag«  193  on- 
de una  retta  sia  normale  ad  una  superficie  curva  in  un 
dato  punto,  ci  portano  con  gran  facilità  a  stabilire  dell^e- 
quazioni  simili,  onde  una  retta  dicasi  untasse  della  su- 
perficie. Le  proprietà  dell'osse  sono  di  esser  perpendi- 
colare alla  superficie  curva,  e  di  piassare  per  il  centro 
unico  della  medesima,  quando  di  questo  ne  sia  dotata. 
Ciò  posto  sia 

Il  c=:  o  ^        od  anche  u  s»  G 

Tequazione  della  superficie,  a; ,  y  ,  x  le  tre  coordinate 
rettilinee,  oie  Tasse  incontra  la  superficie,  ed  a,  fij  y 
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le  coordinate  del  centro,  ed  R  la  distanza  fra  il  centro 
ed  il  punto  (or,  y,  z);  Tequazioni  delFasse  potranno 
sere  della  forma 


h  lunghezza  R  detrasse  si  esprimerà  per 

R  =  (  (x-a)»4.  (y— /3)*-f-  (^—7)^+2  (a:— «)(y— ^)coss 
-i-2  (x—a)  («—7)  cos  6'-+-2  (y— /S)  (z—y)  cos  s'^^ 

D'altronde  le  condizioni  onde  una  retta  R  sia  normale 
alla  superficie  in  un  determinato  punto  sono  come  dal 
medesimo  parag.  193 


a  -h  4  cos  s  -H  e  cos  s'  A  -h  a  cos  s  -+-  e  cos  é^ 


D,ti 


e  H-  a  cos  £''-»-  b  cos  ^^ 


quindi  eliminando  a,  6^  e  per  mezzo  dei  precedenti  va- 
lori, si  trova 

Dxti  HyU 


a?-aH-(y-j3)coscH-(s-7)cos^       y-/3-4-(a:-«)cosg-f-(a;-7)co8€'' 


D,u 


«-7-l-(x-a}cos£'H-  (y-/3  jcosg'' 


Tali  sono  le  condizioni  analitiche,  onde  una  retta  dicasi 
asse  di  uba  superficie  curva  dotata  di  un  centro  unico. 
Se  per  brevità  si  rappresentino  per  X,  Y,  Z  i  denomi- 
natori di  DjfM  9  DyU ,  DgU ,  e  si  moltiplichino  respctti- 
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Tamente  i  numeratori  e  denomioatori  per  J:-*a  »  ìf'^fii 

^  -— *  Y  9  si  otterrà  con  facilità  il  valor  comune 

Dxu  _  DyU  ^  D,u       (aj-a)D.rt*4-(r/3)l>yM-l-(*-7)D*« 
X   ~     Y    ~     Z   ^  R^ 

Supponendo  inoltre  che  u  sia  una  funzione  omogenea  del 
grado  m  delle  tre  variabili  a?,  y,  x  allora  dal  teorema 
sulle  funzioni  omogenee 

e  le  precedenti  formolè  si  ridurranno  ad 
BxU         DyU        B,u        mC— (aDxtH-jSDjU-i-yD^u; 


1  II  1 1— ^^« 


X  Y  Z  R* 

Queste  differenti  formole  trovano  delle  interessanti  ap- 
plicazioni. 

204.O  Supponiamo  che  u^s^^C  si  riduca  alF  équa^ 
zione  di  una  superficie  del  second'ordine  dotata  di  cen^ 
tro,  e  che  noi  rappresenteremo  per 

Aa?>  -+.  By^  -f-  Cz^  -+-  2Dyz  -+-  2Exz  h-  2¥ay 

-4-  2G2;  +  2Hy  4-  2I2  =  & 

avremo  primieramente 

DxU  «=  2  (Ax-f.  E«  +  F]f  -+■  G) 
DyU  =  2  (By  -hDz  -h  F^c-hH) 
D,u  e=s  2  (C0  4.  Dy  -H  Ejch-I) 

quindi  se  per  brevità  si  chiami  v ,  ciò  che   diviene  la 

u 
funzione  —  per  la  sostituzione  di  a^  j3,  7  in  luogo  dì 

x,  y,  2,  le  antipenultime  formole  dell^antecedente  parag. 
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diverranDO 

Ajr-nEg  +  Fy-f-G  By -4-  D^ -H  Fa?  4-  H 


C*-t- 

Dy  -f-  Far  -4-  I 

z  —  7  -*-  (jp  — 

a)  cos  fi'-H  (y  — 

/^)^ 

boss" 

K- 

— (xD«t>  -f-  yDgt? 

-H  jKDyi?)  —  (Ga 

■      1 

H/3  + 

ly) 

Se  le  coordinate  pc,  /3,  y  appartengono  al  centro,  si  ve- 
rificheranno  le  condizioni 

D^V  s=  0  I  D^(7  S=s  0  j  Dyt)  s=3  o 

ossia 

A«-H  Ey  +  F/3h- G  =  o  ,    B/3+  D7-4-  Fa^-  H  «wo 

Cy-+-D/3-+-Ea4-I  =  o 

dalle  qnali  prendendo  i  valori  di  G,  Hj  I  e  sostituiti 
nei  numeratori  delle  tre  frazioni^  e  fatto  per  brevità 

S=K— (Ga-hHjS+Iy) 
fi  ricaverà 

A(ar-a)  +  E(^-y)H-F(y-./5) 


X  — 

•«■+-(y- 

•  jS)  C08  «-+-(«  — 

y)  cos  «* 

B 

(y~/3)-+ 

.D(^ 

:  —  y)  -H  F 

(af  — «) 

y- 

-jS-*-(a;- 

-«) 

C08  8  -1-  («  - 

-yjcoss^ 

G(2 

-7)-»-D 

(y- 

/3)  -h  E  (ar 

-«) 

s 


»  —  y  -i-  (x  —  «)  cos  s'  -h  (y  —  /3)  cos  s"      B" 
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Le  coordinate  a,  /3>  7  del  centrò  daranno  per  tu  del- 

reliminazione 

{D«  —  BC)  G-|-(CF  —  DE)  H-h  (BE  —  FD)  I 


/3  = 


ABC  -h  2DEF  — 

(AD>H- 

BE»  -h  CF») 

(E« 

—  CA)H-H(CF 

-DE)G 

H-  (AD  —  EF)  I 

ABC  +  2DEF  - 

.  (AD»  -♦- 

BE»  -+-CF») 

(F» 

—  AB)I  +  (BE■ 

-FD)G 

-1-  (AD  —  EF)  H 

'  ABC  -h  2DEF  —  (AD*  ^  BE«  +  CF») 

Di  pia  se  nel  secondo  membro  della  S  si  sosliloiscoiio 
i  valori  della  G,  H,  I,  questa  diverrà 

S  =  K  +  Aa» -H  B/3> •4-C7*  -♦-  2  (D/37  +  £07^  Fa^ 


ove  sosUtniti  i  trovati  valori  di  a^  /3j  7  e  ponendo  per 
brevità 

U  =  ABC  4-  2DEF  —  (AD«  -*-  BE«h-CF«) 

si  trasformerà  in 

^     __      (BC  — D>)  G*  -H  (CA  —  E>)  H'-f- (AB  —  F»)I> 

/(AD  —  EB)  HI  +  (BE  ~  FD)  Gì  ^^GF  —  DE)  6H\ 

"H u ) 

Per  ottenere  poi  l'equazione  risaltante  prodotta  dalTeli- 
minazione  di  x  —  ce,  y  —  /S»  «  —  y,  si  facda 

S 

'"=r» 

ed  insieme 

D'espcOSt  — D»     E'=J»  CO6  £'■— E  ,     Fessp  cos  «"— F 
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noi  avremo  le  tre  equazioni 

(p_A)  a?  -i-  Fy  •+-  F;5  =  o^    (p— B)  y+raj-HTz  c=  o 

(p  _  C)  z  -H  E'a?  -+.  D^y  r=  o 


Il  valore  di  p,  che  si  deduce  daireliminazione  di  que- 
ste tre  equazioni  si  può  anche  ottenere  sotto  altre  for^ 

mole  daireg[uaglianza  delle  tre  frazioni  ad  —  ;  infatti 

richiamando  Fequazioni  dell'asse  nel  parag.  antecedente 
verrà 

p  =  Aa»  -H  Bi»  ■+.  Ctf>  -f-  2D4c  -4-  2Eac  -+•  2¥aò 

Infine    eliminando  le  a? ,  y ,  z  risulterà  l' equazione  di 
terzo  grado 

(p-A)  (P--B)  (p-Q  —  (p-A)  (pcos€-D)>—  (p-B)  (pcose-E)» 

— (p-C)  (pcosc"-F)»-h2  (pcosg-D)  (pcos  s'-E)  (pcos  é''-F)=o 

Eseguendo  tutte  le  indicate  moltiplicazioni ,  e  facendo 
per  i  coefficienti  delle  potenze  p^  ^  p^  ^  p* 

L  =s»  1  —  COS^  £ —  COS»€'  —  COS»^''  -4-  2C0S  £  COS  é^  COS  Z' 

M  s=  Asen"€H-Bsen*£'H-Csen»£'^H-2D(cosg'cos  é" — cos  fi) 

^  2E  (cos  s  cos  ^  —  cos  fi')  •+•  2r  (cos  fi  cose' —  cosfi'^ 

N  «=  AB~D»-f-AC—  E*-f-BC-F*— 2(AD— Er)cosfi 

—  2  (BE  —  DF)  cos  fi'  —  2  (CF  ~  DE)  cos  i" 
verrà 

Lp3— Mp» -h  Np  — U  =  0 

TaFé  l'equazione  dalla  quale  dipende  la  determinazione 
degli  assi  principali  di  una  superficie  del  second'ordine 
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dotata  di  centro  :  alla  medesima  era  gionto  fin  dal  1811 
il  sìg.  Bìnet  in  due  Memorie  inserite  nel  16  Cab.  del 
giornale  della  scuola  politecnica,  ed  in  seguilo  si  troTa 
anche  in  una  Memoria  del  sig.  Jacobi  nel  voi.  2.<»  dd 
giornale  del  sig.  Creile.  Non  essendo  qui  il  momento  di 
fermarci  sulla  discussione  di  questa  equazione  ci  basterà 
asserire  che  le  sue  radici  sono  reali,  ed  una  almeno  di- 
versa da  zero.  Sostituendo  poi  il  valore  di  p  dato  per  t 
troveremo  l'equazione  di  sesto  grado 

UR«  —  NSR4  H-  MS^R»  —  LS^  =-  o 

della  quale  le  tre  radici  R'  porgeranno  i  valori  dei  qua- 
drati dei  semiassi  principali  di  una  superficie  di  secondo 
ordine  dotata  di  centro. 

205.<^  Per  mostrare  una  qualche  applicazione  sieno 
a ,  6  ,  e  i  tre  semiassi  principali  di  un  ellissoide  ,  ed 
d  ^  h\  cf  tre  semidiametri  obliqui  e  conjugati,  Fequa- 
zione  della  superficie  con  Forigine  al  centro,  e  riferita 
a  questi  tre  ultimi,  sarà 


7»  *  À'^  "^  ?i  ^ 


e  perciò 


^==^'^="6^'     ^='^'    '^=''    D=E=F=. 


G  sa  H  «3 1  ss  0  ;  quindi 

*'*  <<»  8eii»8  -t-  a'»  c'«  sen»  8*  -4-  d'»  V*  sen*  ^ 


M=: 


et*  6'»  if* 


t[»  _t-  i'a  _f_  e'» 


<^»i'ac'»  «'»*'«  c'» 


497 
Coa  questi  valori  Peqoanoiie  di  sesto  grado  diviene 

t6_(a'»-M'»-K'*)R*4-(i'V»8cn»6H-<^V«8enVH-rt'^A'»sen»^^)R» 

— d^V^C^(\ — COS^fi— C08»g' — C08's"H-2C08  t  COS  é'cOS  g'^jasO 

Le  tre  radici  R  *  sodo  eguali  respettivamente  ai  tre  qua- 
drati a* ,  &* ,  e*  dei  semiassi  principali  della  superficie» 
e  per  conseguenza 

i^a  -f.  y»  -f-i<»  c=3  a"  -4-  4»  -f-  c» 
aai34.ii>cH-4^<;^«a>i'*seD»E'^-H»'V'sen'£'4-i'V>senH 

O>4'C»«=(^*J'V*(l-C0S«£-C08*  £'-C08'É"H-2cOS  6  COS  É'cOS  e") 

Queste  equazioni  ci  porgono  Tenonciato  di  tre  belle  pro- 
prietà dell'ellissoide,  e  che  noi  per  brevità  tralasciamo 
di  fare.  Aggiungeremo  ancora  che  l'equazione  di  terzo 
grado  relativa  a  p ,  o  di  sesto  grado  relativa  ad  R  ser- 
ve ad  indicare  certe  proprietà  delle  superficie  del  se- 
condo ordine.  Cosi  supponendo  che  Tellissoide  con  l'ori- 
gine al  centro  sia  riferita  a  tre  assi  ortogonali  qualun- 
que, avremo  per  la  sua  equazione 

Ax>  -V-  By>  ^  Gjs'  -f-  2Dy z  -(-  2Erz  -4-  2Fxy  =  K 

In  questo  caso 

COS  s  c=3  o  9    COS  ^  =  0  ,    COS  e''  ==s  o 
per  cui 

Lc=1  ,    M  =  A-*-B-4.C 

Nc=  AB  —  D>4.  AC  -  E» -V-BC  — F« 

e  per  l'equazione  di  terzo  grado  risulterà 

p3  _  Mpa  4.  Np  —  U  =  o 

32 
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le  radici  sono  come  già  abbiamo  osservato  di  sopra 

K  K  K 

quindi  per  le  noie  proprietà  fra  i  coefficienti  deireqtu- 
zioni,  e  radici 

'^^    -  =  ABC  +  2DEF  —  (AD« -h  BE»  H- CF*) 


a»  6»  c> 


Se  ora  dal  centro  dell'ellissoide  si  condocano  tre  rag^ 
yettori  /,  r^,  r^'  ai  panti  ove  la  superficie  viene  incoii- 
irata  dagli  assi  delle  x^  delle  y,  e  delle  z  si  avrà 

quindi  la  prima  delle  tre  formole  porgerà 

1111  1  1 


a>        ó»        e*         /»  /"*         r"'* 

Questa  equazione  ci  dice^  che  se  dal  centro  delIVIlissoide 
si  conducano  tre  raggi  qualunque  perpendicolari  fra  dì 
loro  a  tre  punti  della  superficie,  la  somma  dei  quadrati 
dell'unità  divisa  per  i  rispettivi  raggi  mantiene  costan- 
temente uno  stesso  valore,  il  quale  si  riduce  alla  somma 
dei  quadrati  dell'unità  divisa  per  i  tre  semiassi  princi* 
pali.  Tutte  queste  differenti  proprietà  dell'*  ellissoide  si 
verificano  per  convenienti  modificazioni  nelle  due  iper- 
boloidi. 
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Sopra  le  due  Curvature  di  una  curva  tracciala   . 
nello  spazio.  Raggio,  e  Centro  di  Ctirvaturq\ 
Circolo  osculatorej  e  posizione  dd  Centro. 


206.®  Gonsiderìamo  ana  curva  qualunque  riferita  a 
tre  assi  ortogonali,  od  obliqui  :  sieno  r,  y,  z  ed  jr-^AXi 
y  -f-  Ay,  JE  -H  Az  le  coordinate  di  due  punti  infinitamente 
vicini  dell'arco  ùkS  infinitesimo;  conduciamo  agli  estremi 
dell'arco  le  rette  tangenti  ed  i  piani  osculatori  :  l'angolo 
delle  due  rette  tangenti  si  chiama  angolo  di  contingenza^ 
e  l'angolo  dei  piani  osculatori  si  chiamerà  angolo  di  /!««- 
sionei  questo  ultimo  si  annulla  quante  volte  la  curva  sia 
interamente  situata  in  un  piano.  Si  chiami  &>  l'angolo  di 
contingenza,  ed  Q  Tangolo  di  flessione,  le  due  quantità 
ca  ,  Q  convergeranno  verso  Io  zero  per  valori  nulli  de- 
gli incrementi  Ar  ,  A7 ,  Az ,  A«,  ma  i  limiti  dei  rap- 
porti 

~Ai'        ~A« 

convergeranno  verso  quantità  finite  differenti  da  zero; 
quando  la  curva  è  piana,  il  primo  limite  rappresenta  la 
curvatura,  ed  il  secondo  si  riduce  a  zero ,  quindi  è  che 
nel  caso  generale  i  medesimi  due  limiti  si  chiameranno 
primari  e  seconda  curvatura  della  curva  proposta.  Quella 
curva  che  non  è  compresa  tutta  in  un  piano  presenta 
le  due  curvature ,  si  chiama  curva  a  doppia  curvatura. 
Sieno  p,  ed  R  i  raggi  dei  circoli  ai  quali  appartengono 
queste  due  curvature,  si  avrà 

Si  conducano  ora  per  i  punti  estremi  (x^  y ,  z) 
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(x  -+•  A  r,  y  +  Ay,  js  +  Az)  due  piani  normali  alla  cw 

ya,  é  chiaro  che  la  corda  e  dell^arco  A$  compreso  fri 
i  dae  indicati  punti  sarà  prossimamente  perpendìcolarp 
ai  due  piani  normali ,  ed  il  limite  verso  il  quale  cob- 
Terge  la  più  corta  distanza  r  del  punto  (x,  y,  z)  dalia 
linea  d'intersezione  dei  due  piani  normali  coinciderà  coi 
li  raggio  p.  Immaginiamo  un  piano,  che  racdiioda  b 
distanza  r^  e  che  sia  perpendicolare  ai  due  piani  nor- 
mali ,  la  corda  e  dell'  arco  £ks  formerà  un  piccolissiaM 
angolo  t  con  la  sua  projezione  sopra  questo  piano,  e  s 

esprimerà  per 

e  cos  t 

Nel  triangolo  formato  dalla  lunghezza  r,  e  dalla  projV 
zione  e  cos  t,  Tangolo  opposto  ad  r  è  prossimamente  retto, 
e  l'angolo  opposto  al  lato  e  cos  t  sarà  eguale  airangolo 
dei  piani  normali,  ossia  all'angolo  ^  delle  due  tangenti 
condotte  per  l'estremità  dell'arco  àsjed  avremo  col  chia- 
mare I  un  numero  infinitamente  piccolo 


sen 


\ 2       /      sen  0)        sena)    /^^  ^\/.^  ii^ 
r  ccost       0)  cos  1  \       e  /\    *  à$/ 


d'onde  ai  limiti  per  c.)=so  =  t=A*c=sc 


•••• 


lim  r  \      às/        p 


ovvero 


sslimr 


É  facile  adesso  accertarsi  che  il  raggio  p  è  nella  di^^ 
zione  della  normale  principale;  ed  infatti  il  piano  osco- 
latore  condotto  per  il  punto  (s^  ^  y  j  z)  sarà  prossima- 
mente perpendicolare  kì  piani  normali  condotti  per 
l'estremità  dell'arco  às^  ed  alla  loro  comune  intersezione^ 
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e  perciò  la  pia  piccola  lunghezza  coDdotta  dal  punto 
{^9  Vj  ^)  allfl  WnedL  d*ìnter8eziooe  dei  due  piani  normali 
si  confonderà  prossimamente  con  la  normale  compresa 
nel  piano  osculatore ,  ossia  con  la  normale  principale  ; 
dunque  per  ottenere  il  raggio  p  si  cercherà  V  interse- 
zione della  normale  principale,  e  di  un  piano  normale 
infinitamente  piccolo;  la  retta  compresa  fra  questo  punto 
d'intersezione,  ed  il  punto  (or,  y,  z)  si  chiama  il  raggio 
di  curvatura  della  curva  proposta  j  come  si  dirà  emiro 
di  curvatura  V  indicato  punto  d' incontro  :  ed  insieme 
circolo  osculatore  della  cunra,  od  anche  circolo  di  curvar 
iuraj  il  circolo  descritto  con  questo  raggio;  il  medesimo 
tocca  la  curva  alla  propria  curvatura.  Infine  avvertendo 
che  la  retta  tangente  nel  punto  (a?,  y,  z)  comune  alla 
curva  ed  al  cìrcolo  osculatore»  e  la  normale  principale 
sono  situate  nel  piano  osculatore,  ne  verrà  che  il  piano 
del  circolo  osculatore  trovasi  nel  piano  osculatore  stetto 
della  curva. 

207.**  L'^espressione  del  raggio  p  di  curvatura,  o  del 
circolo  osculatore  può  subire  alcune  trasformazioni,  che 
è  ben  di  conoscere.  Infatti  se  si  ponga  per  brevità 

avremo  per  l'angolo  a  delle  due  rette  tangenti 

X—x      Y— y       Z—x 


X—{x-^àx)       Y— (yn-Ay)       l^{z^àz) 


a 
la  formola 


b' 


cos  0)  ass  aa^^  bb^^  cc^^  (ai^-f-  «^^)  ^os  i  -f-  (oc^-H  a  ^ )  cos  ^ 

+  (*c'-|-<^i)cos6^ 
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quindi  ritenendo  le  dae  condizioni 

1  tra  a*  +  A»  -4-  e*  -H  2ab  cos  e  M-  2ac  cos  è'  -H  2be  co&f 


1  ssiii^> ^  i'a^ <<*-i-2aV cos  g-i- 2aVcos /-*-  2iVeo6 f 
e  formando  dalla  somma  di  queste  la  differenza 

2(1  —  cos  6))  =  4sen*  |  o) 
risulterà  con  gran  facilità 

4  sen>  I  ti)  =  Aa'  -h  Ai>  4-  Ac*  +  2Aa  A&  cos  e 

H-  2Aa  Ae  cos  ^  +  2A&  Ac  cos  e"" 

Dividendo  ora  il  prìmole  secondo  membro  per  As',  si 
avrà  ancora 

C-^)"-&-(l^)"-Kr.)'-(r.)'-K^)(s)« 

Passando  ai  limiti,  ed  estraendo  la  radice  seconda,  aTit- 
mo  per  il  raggio  della  prima  curvatura 

As 
1/  da>+d&'+dc>-f-2dadicosg+2dadccos^-+-2didccoii' 

Nel  caso  degli  assi  ortogonali,  a,  i,  e  rappresentano! 
coseni  degli  angoli  a,  /3,  y  che  la  retta  tangente  fomu 
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coD  i  medesimi  assi,  e  perciò  in  quest'ipotesi 

*        i/'/à  C08  a\«       /d  cos  /3\*       /d  cos  y\^ 

Nella  stessa  guisa  se  L ,  M  ^  N  sieno  i  tre  angoli  che 
una  retta  perpendicolare  al  piano  osculatore  forma  con 
i  tre  assi  ortogonali,  otterremo  per  l'angolo  Q  dei  due 
piani  osculatori  infinitamente  vicini 

4  sen>  1 12  =>  (A  cos  L)'  -f-  (A  cos  M)>  +  (A  cos  N)* 

quindi  per  il  raggio  della  seconda  curvatura,  come  si 
ba  da  una  formola  del  parag.  206  verrà 

d« 

R«= r 

l/^(d  cos  L)>  H-  (d  cos  M)»  -+•  (d  cos  N)» 

Questa  formola  sarà  suscettibile  di  diverse  trasforma- 
zioni simili  a  quelle  che  noi  verremo  ad  indicare  per  il 
raggio  p  della  prima  curvatura. 

208.^  Ripresa  \t  ipotesi  degli  assi  obliqui  si  sosti- 
tuiscano neir  espressione  del  raggio  p  .di  curvatura  ,  i 
valori 

dx         ,       dy  àz 

eA  eseguendo  tutte  leidifferenziazìoni  indicate,  e  pmendo 
come  già  si  è  fatto  al  parag.  182  non  solo 

gs=sa;-f-ycosfi-t-ircosé^ 
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ma  ben  anche 

jk  ts3  d«  d'or.—  dx  à'8  ^        B  e=3  Ì8  d'y  — -  dy  d^s 

e  =3  di  i^z  *-*-  dx  à^s 

ed  insieme 

A  <»  di  d^§  ~  d§  d>« ,        B  «d«  dh9  —  di}  d^s 

C  =  djd*?  — d?d'«» 
8i  avrà 

d|3 

É 

Fra  i  coeiBcienti  A,  B,  G ,  ed  ▲ ,  b  ,  e  sussistono  le 
medesime  relazioni  che  Ira  le  coordinate  x^  y  ,  x  ^  ed 
§  5  >2 ,  ?  >  cioà 

AeBA-f*BC0S€  +  CC08^ 
B  =s  B  +  ▲  COS  S  «4-  C  COS  Z^ 
G  =  C  -^  Jk  COS  fi'-f-  B  COS  é" 

Che  se  si  sostituiscano  tutti  i  valori  delle  sei  quantità 
A  ,  B ,  G  9  ed  A  ,  B  ,  e  ,  si  troverà 

d«* 


^       [^i'x  d»§-+-d*y  d*»2  ^  à^z  d*?  —  (d»«)» 

Prendendo  l'arco  s  per  variabile  indipendente  ai  ridiir- 
rà  ad 

di^ 

^  "  ^^d»x  d»§  -H  d«y  d>»2  H-  d»z  d^ 

NelPipotesi  degli  assi  ortogonali,  i  coefficienti  A,  B,  G 
divengono  respettivamente  eguali  ad  i,  b,  c  come  accade 


505 
per  le  § ,  17  )  ?  egaali  ad  rr,  y,  x  e  per  conaeguensa 

dj3 

Pongasi  cnra 

U  «  dy  d>js  •--  ds  d^  9        V  =  dr  d»x  —  da?  d«r 

W  =  dr  d^  —  dy  d>x 
ed  osserrando  che 

U»H-V»4.W*=d#»(  (d*a;)»  -H  (d>y)»  -♦-  (d»z)*  —  (d»#)«  ) 
come  succede  per  a*  -h  b*  «f-  e*  si  avrà  egualmente 

Qui  pare  volendo  prendere  t  per  variabile  indipendente, 
otterremo 

d»« 

'^  ^  J/"(d««)»'  H-  (d>y)>  H-  (d»z)« 

Che  se  una  delle  coordinate  x  sia  presa  per  variabile 
indipendente,  allora  dalle  fonzioni  derivate 

,/=^,  i'c^lf.  tr=^'.  ^«- 


troveremo 


y"d«5  »  do:  d>y  — -  dy  d»«  «=»  W 


«"d«3  <=»  d*  d»«  -  d*d»«  =  —  V 


(,y  _  yVOdjE^  «=  dx  d»y  —  dy  d»z  =  —  U 
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d'onde 


(y'^a  ^  /'t  ^  (/y-  _  yVO»  y 


Tali  sono  le  differenti  eépressioni  del  raggio  di  cam- 
tura.  Supponiamo  adesso  che  uno  dei  piani    coordiutì 
x^  y  sia  parallelo  al  piano  osculatore;  si  Terificberà 
dz  era  0  ^  d*j2  c=s  o,  e  perciò 


MBite 


y 

Quest'espressione  appartiene  al  raggio  di  curvatura  della 
projezione  della  curva  nel  piano  osculatore  :  questa  sola 
circostanza  di  trasformazione  di  piani  coordinati  permeile 
di  poter  stabilire,  che  i  raggi  di  curvatura  di  una  curva 
tracciata  nello  spazio,  e  della  sua  projezione  nel  piaoo 
osculatore  ottengono  un  medesimo  valore. 

209"^.  Veniamo  ora  brevemente  ad  indicare  alcune  tra- 
sformazioni che  può  ricevere  l'espressione  del  raggio  R 
di  flessione;  siccome  già  si  è  fatto  al  parag.  187  L,  )1«  N 
aieno  gli  angoli  formati  con  i  tre  assi  ortogonali  ^ 
una  retta  elevata  perpendicolarmente  al  piano  oaculalorr 
della  curva  nel  punto  (x,  y,  z);  avremo  per  il  loro  val<»c 
assoluto 

.  U 

COS  L  a 


COS  M=: 


j/U»  -i-  V» 

-J-W» 

V 

l^U»  -i-  V» 

H-W» 

w 

cosN  = 
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il  raggio  di  flessione  sarà  definito  dalla  formola 

.  ds 

ove 

dE=s=  l/^(d  cos  L)» -4- (d  cos  M)» -H  (d  C08  N)* 

i 

'     Venendo  adunque  alla  differenziazione  dei  tre  coseni,  sarà 
,        T      (UL-*-V^  -4-  W^)  dU— U  (UdU  -«.  VdV  +  WdW) 

CI    COS   MA  CS5        I  III  — ^■^— ^.^i— — 

5 

(U»  4-  v«  -t-  w»)r 

'    J  >.-  M  — ^'  -^^'-^  ^')  ày—\  (UdU  -t-  VdV  H-  WdW) 

^  (U»  4-  V»  -♦-  W»)à 

;    j  „^.  x^  _  (U'  -+-  V»-4-  W«)  dW— W  (UdU  H-  VdV  4-WdW) 

(u»  -i-  V»  -I-  w«)r 

1 

I      Elevando  al  quadrato,  e  sommando,  otterremo 

ig,  _(UM-VM-W«)(dUM-dVM-dW')~(UdU4-VdV-<-WdW)» 
I  (U»  -1-  V»  -H  W«)» 

I 

la  quale  si  potrà  anche  rappresentare  per 

jf .     (UdV~VdU)'  H-  (VdW  —  WdV)«  H-(WdU— UdW)^ 

(U»  -f-  V*  •+-  W^)» 

La  differenziazione  diretta  di  U,  V,  W,  porge 

dU  =  di^  à^z  —  dz  d3y  ,      dV  =  dj5  d^x—  do:  d^z 

dW  =  da;  à^y  —  dy  à^x 
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d'onde 

UdV  -.  YdD  ^  dx  (Dd3«  -h  Vd^  -H  Wd^t) 

VdW  —  WdV  ==  ex  (Ud'«  H-  Vd'y  -H  Wd'z) 

WdU  —  UdW  =1  dy  (Ud'a;  H-  Vd^y  -^  Wd'i) 

Facendo  la  samma  dei  quadrali,  e  sostituiti  nel 
do  membro  del  valore  di  d^S  verrà 

(U»  H-  V»  -H  W»)> 
ed  estraendo  la  radice  quadrata 

d»(Ud'x4-Vd3y  +  Wd5*) 


d£ 


U'H'Y'H-W* 


Questa  fonnota  è  dorata  a  t(uuret*y  qoindi  il  raggio  di 
flessione  si  trasformerà  in 

K   =3 


Ud'x  -f.  Vd3y  -h  Wd^* 


Che  se  di  più  si  sostituiscano  nel  denominatore  i  ralorì 
di  U,  V,  W  espressi  dai  coseni  degli  angoli  I^  M,  N, 
sarà  . 

(t»  ^-  v«  -H  w^)« 


a 


cos  Ld%  -h  cos  Md^y  •+•  cos  Nd^z 


nella  qoale  intr«dacendoTÌ  il  raggio  di  conratora  f  de- 
terminato dalla  formola 


d«3 


(U«  -h  V»  -I-  W»)* 


1 


S09 
Terri 

TP  ^^^ 

p  (cos  Ld^^r  -4-  cos  Md^y  -^cùb  Hàh) 

od  anche  più  breyemente 

1 


R 


p(a?"'cos  L  H-  /"cos  M-4-  «"'cos  N) 


In  questa  forinola  jc""  ,  y  "  ,  «'''  sono  le  fanzioni  deri- 
vate terze  da  a?,  y,  jk,  considerate  come  fanzioni  delfar- 
co  5.  Infine  arrertendo  che 


cosL 
IT 


cos  M     cos  N 

1 

V  ""  w  " 

(U»  -j-  V»  -<-  W»)* 

U  cos  L  -H  V  co» 

H-fWcosN 

risulterà  facilmente 

(U>-H V«-h  W»)«  =  U  cos  L-f-V  cos  M-H  W  cosN 

e  quindi 

U  cosL H-  V  cos  M  -4-  W  cos  N 


R=:- 


COS  L  à^x  -4-  cos  M  d^y  -4-  cos  N  d^;: 

Tali  sono  le  differenti  forme  che  può  assumere  l^espres- 
sione  del  raggio  R  di  flessione. 

210.O  La  posizione  del  centro  di  curvatura  si  po- 
trà avere  dai  valori  delle  tre  coordinate  X,  Y ,  Z  del 
medesimo  centro,  ed  otterremo  primieramente 


(X— or)»  -f-  (Y— y)»  +  (Z—z)^  -H  2  (X— x)  (Y— y)  cos  e 
+  2  (X-x)  (Z— ;:)  cos  s'  -4-  2  (Y-y)  (Z—z)  cos  £ '«  j>»     , 
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quindi  dovendo  essere  il  centro  di  cnnratnra,  ed  il  rag- 
gio p  nella  direzione  della  normale  principale  sussiste- 
ranno l'equazioni  come  dal  parag.  186 

X  — a:  Y-y  Z— x 


às  d*j?  —  dx  d*5        d*  d*y  —  dy  i^s         às  i^z  —  dz  d^ 
delle  quali  il  valore  comune  sarà 


e  per  conseguenza 

--  (As  d*jc  —  do:  d**) 

^  d«3 

„  (d*  d»y  —  dy  à^s) 

le  quali  avranno  luogo  in  qualunque  sistema  di  coordi- 
nate rettilinee.  Quando  l'equazioni  della  normale  prin- 
cipale, e  del  raggio  di  curvatura  si  presentino  sotto  b 
forma 

X— a?  ^  Y— y  _  Z—z 

«I  Ai  Ci  ^ 

si  ricaverà  per  le  funzioni  trigonometriche  a^ ,  b^^  e, 

{As  d»a:  —  àx  d»«) 


«i  =  P 


*!=»/> 


(da  d'y  —  dy  d«5) 
d^ 


(d«  à^z  —  Az  à^$) 

*"=/' — d? — ■ 
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'   Con  questi  valori  si  conoscerà  rinclinazione  del  raggio 
'   di  curvatara  con  i  tre  assi  coordinati  :  quando  d«  sia 
costante,  le  precedenti  espressioni  diverranno 

ed 

A'x  d»y  d»z 

9 

Le  fanziooi  trigonometriche  ai  ^  &i  ,  Ci  si  ridacono  ai 
coseni  degli  angoli  X ,  jx ,  v  che  il  raggio  di  curvatara 
forma  con  i  tre  assi  nell'ipotesi  che  sieno  ortogonali. 

211.^  Per  avere  poi  qaelle  espressioni  le  quali  si 
prestino  ad  una  più  facile  applicazione,  riprendiamo 
ripotesi  degli  assi  ortogonali,  e  sostituendo  il  valore  di 
p  dato  per  le  quantità,  U  ,  V ,  W  come  si  è  fatto  nel 
parag.  208  si  troverà  con  facilità 

V  d«  —  W  dv 
X  —  X  = -^ -^  (dx>  +  dy»  ■+-  dz») 

Wdx— Udr      , 
Y  —  y  c= ^; —  (dx>  4-  dy»  -+-  da») 

Udy  — Vdr 
U*  -^  V*  -♦-  W*  •     j     ■        / 

e  quindi  per  Tinclinazione  ai  tre  assi 

,    (4)        ('--!)        (4) 

COS  A  s=s  p  — ' ,    COS  U  =  /3 ; ,    C05  V  ssa  p    — -i 

*     as  '       d*  '       d« 

come  si  era  trovato^  per  le  ai  ,  &i ,  C| .  .  .  Assumendo 
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la  X  per  variabile  indipendente  oome  già  si  é  fatto  od- 
l^antecedenie  parag.  208  le  differenze  X—x,  diTerranoo 

zlz'v"  —  xV)  -4-  v" 

212.**  Le  differenze  X — r,  Y — y,  Z — z  in  un  sistema  è 
assi  rettilinei,  sono  evidentemente  legate  dairequazioor 

{Ji—xY  -f-  (Y— y)»  ^  (Z— z)»  4-  2  (X-x)  (Y— y)  cos  e 
H-  2  (X^  (Z— z)  cos  é'  -♦-  2  (Y— y)  (Z— z)  eost^'^f 

la  quale,  richiamando  i  valori  di  X| ,  Y|  ,  Zi  di  già  sta- 
biliti al  parag.  1 85,  ed  i  valori  di  § ,  19 ,  ^  si  trasfor- 


merà in 


(X-«)  (X._§)H-(Y-y)  (Y,-^)  4-  (Z-x)  (Z.-?)=s' 

Le  nuove  differenze 

X|  —  §  ,        Yi  —  1}  j        Z|  —  5 

si  riducono  alle  consuete  differenze 

X  —  05  ,        Y— y,        Z  —  X 

per  la  supposizione  degli  assi  ortogonali.  Che  se  i  valori 
delle  differenze  medesime  X  —  x,  Y  —  y,  Z^i 
espresse  per  do; ,  dy ,  dz  ed  ottenute  nelP  antecedente 
parag.  si  moltiplichino  respetti vamente  per  d§,  diji  d^, 
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ed  ancbe  per  d'§ ,  A^^  d*^ ,  e  si  faccia  ia  tegnito  la 
somma,  otterremo 

(X  — -x)  d§  -h  (Y  --  y)  digH-  (Z  —  «)  d?  =  o 

(X  —  ^)  d«§  -H  (Y  -  y)  d>ig  H-  (Z  —  z)  A^ 

—  Ar  d§  —  dy  d)7  —  djs  d^  e=s  o 

ove  per  il  differenziale  d^  dell'arco  si  ha  evidentemente 

d«*  =  dr  d§  -4-  dy  di^  -f-  d^  dC 

La  prima  delle  due  ultime  equazioni  appartiene  al  piano 
Dormale,  e  perciò  da  questa,  e  dal  valore  di  p  si  con- 
clude che  il  raggio  di  curvatura,  come  d'altronde  è  chiaro, 
trovasi  nel  piano  normale:  aggiungiamo  poi  che  le  mede* 
sime  equazioni  si  ottengono  ancora  da  una  successiva  dif- 
ferenziazione del  valore  di  o\  considerando  le  coordinate 
X,  Y,  Z  del  centro  ed  il  raggio  p  come  costanti;  se  dunque 
sia  cognito  il  raggio  di  curvatura  p^  le  tre  equazioni  nelle 
quali  trovansi  le  differenze  X^-x^  Y— *y,  Z  —  x  sa- 
ranno sufDcienti  a  determinare  la  grandezza,  e  la  posi- 
zione del  circolo  osculatore.  Nell'ipotesi  degli  assi  orto- 
gonali noi  avremo  le  tre  equazioni 

(X —a:)»  H.(Y  — y)>-+.  (Z  -  il)»  «;» 

(X— a?)dxH.(Y— y)dy-H(Z— z)dz  =  o 

<X— a?)d»x-f-  (Y— y)d*y-f-(Z— «)du— dr*— dy«— d««=«o 

213.*  Il  circolo  osculatore,  il  raggio,  e  centro  di 
curvatura  godono  di  diverse  proprietà  che  é  utile  di  co- 
noseere;  così  sarà  facile  di  persuadersi,  die  il  centro  di 
curvatura  coincide  con  il  punto  d'intersezione  del  piano 
osculatore  con  due  piani  normali  consecutivi:  infatti  tir- 

33 
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presa  TequazioGe  del  piaoo  uormale 

(X  —x)  d|^-  (Y  -y)  di2.+.  (Z  -  0  d?  =  0 

si  passerà  all'*  equazione  del  piaao  normaie  coosecadro 
col  diSi!renziare  qaesta  aella  sapposiziooe  di  X,  Y,Z 
costanti,  ciò  che  porterà  ad  ana  equazione  di  già  troTau 

(X— j?)  d»?  -+-  (Y— y)  à*ri  +  |Z-z)  d»?  —  ds*  =o 

Riunendo  alle  precedenti  l'equazione  del  piano  oscalaUm 


(X— 0?)  (dy  à^z  —  dz  d>y)  +  (Y^y)  (dz  d*x  —  ix  i'z) 

H-  (Z  — «)  (dx  d»y  —  dy  A''x)^o 

ed  eseguendo  Teliniinazione  successira  delle  tre  diffe- 
renze X-— X,  Y  — y,  Z^jc  si  troveranno  queste  coìb- 
cidere  con  quelle  di  sopra  stabilite.  A  questa  proprietà 
ne  aggiungeremo  due  altre,  le  quali  riguardano  io  [ar- 
ticolare il  raggio  di  curvatura,  e  che  per  maggior  bre- 
vità verremo  a  sviluppare  nella  supposizione  degli  assi 
ortogonali. 

Riflettendo  che  un  circolo  è  completamente  iodiri- 
duato,  quando  si  conosca  la  posizione  di  tre  punti  per 
i  quali  deve  passare,  sarà  facile  il  prevedere,  che  il  ci^ 
colo  osculatore  una  curva  in  un  dato  punto  non  sari 
diverso  dal  limite  verso  il  quale  converge  il  cìrcolo 
secante  la  medesima  curva  in  tre  punti  infiDÌtanicole 
vicini:  questi  medesimi  punti  servendo  di  limite  al  piaoo 
che  si  chiama  osculatore,  ne  verrà  che  il  circolo  osco- 
latore  sarà  situato  nel  piano  osculatore;  inoltre  non  esi- 
stendo nel  piano  osculatore*  che  una  normale  unica  alla 
curva,  e  questa  principale,  dedurremo  perciò,  come  già 
si  é  veduto^  che  il  raggio  di  curvatura  p  è  nella  dire- 
sione  della  normaie  principale.  L'equazione  del  circe 
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trisecante  la  curva  nei  punti  (x,  y^  x) 
(pò  -4-  ÒXf  y  •+•  Ay,  z  -H  As) 

/  (1  -f  A)««  ,    (1  -H  A)»y  ,    (1  -h  A)»«)  ,  e  la  grandez- 

I  za  del  raggio  p ,  dipenderanno  dai  valori  delle  coordi- 
i  nate  X,  Y,  Z  determinate  dalla  coesbtenza  delle  formole 

(X  -  a:)»  H- (Y  -  y)»  4- (Z  —  «)— j>» 
;  —  (aH-Aa;))'  +  (y  -  (y-l-Ay))*  -*-  (z  -  («H- A*))*  -/j" 

r 


Facendo  i  sviiappl  si  ridarranuo  ad 
'  (X  -  «)• -h  (Y  -  y)« -KZ  -  *)«  - /»> 

I 

2(X— a;)Ax-|-2(Y— y)AyH-2(Z— z)Ai— Ax»— Ay*— A«»»o 
'  2(X  — a:)A»x^2(Y— y)A»y4-2(Z  — jr)A«z 
— 2(Ax'  -f-  Ays-H  A;')  —  4  (Ar  A'x  -f-  Ay  A'y  -^  AxA^z) 


—  ((A»«)»  +  (A«y)>  -♦.  (A>js)>  \ 


L'eliminazione  ci  fornisce  i  valori  delle  X ,  Y  ^  Z  nel 
caso  anche  che  i  tre  panti  della  curva  coincidano  in  on 
punto  unico  (  Vj  y,  jk),  quindi  se  a  sia  la  base  degli  in- 
finitesimi^ dovremo  dividere  la  seconda  per  a,  e  la  ter- 
za per  a^  ,  ed  osservando  che  nel  limite 

Ao?  òk^x  • 

dx  cs  lim  —  ,    d*x  era  lim 

a  «» 

si  otterranno  tre  equazioni  coincidenti  alle  ultime  di  già 
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troraie  nel  parag.  212.  Qaestfs  ire  equazioni  serviranno 
a  determinare  le  coordinate  del  centro  X^  Y,  Z  in  fun- 
lione  del  raggio  :  alle  quali  però  aggiungendoci  Tequa- 
zioni  della  normale  principale 

X  —  X  Y  —  y  Z  —  t 


à»  d*jc  —  àxi}$        às  d*y  —  dy  d*f         di  d*«  —  dz  d*i 

avremo  in  fine  i  valori  delle  quattro  incognite  X,  Y,  Z,  j) 
dalle  quali  la  posizione,  e  la  grandezza  del  circolo  verrà 
completamente  determinata. 

214."  Veniamo  in  fine  a  far  vedere,  come  il  raggio 
di  curvatura  possa  dipendere  dal  valore  di  un  certo  li- 
mite di  già  determinato  per  le  curve  piane.  A  partir  dal 
punto  {x^  y  ^  x)  %\  porti  una  lunghezza  %  infinitamente 
piccola  sulla  tangente ,  e  sulla  curva  ;  è  evidente  che 
nairipotesi  degli  assi  ortogonali,  le  coordinate  dell'estre^ 
mo  della  I  sulla  direzione  della  tangente  saranno 

ai;  -h  t  cos  ce  ^        y  ■+•  •  cos  /3  ,        «  4-  »  cos  7 

e  ehiamandoie  respettivamente  x  ,  y' ,  s' ,  si  rìdurraii* 
PO  ad 

^"-'-^-^r,'  V=y-»"^.  *«-*-*-!; 

Goosiderando  pòi  le  coordinate  x^  y%  f  fiinzioni  delfar- 
co  »  pre^o  qual  variabile  indipendenti^  ^  avremo  per  k 
coordinate  dell'estremo  i  nella  direzione  della  curva 

X'^^x  c=  9(a-H)  »  y+Ay  =  ^(*-H) ,  «H-Az  =  xi'"*^^ 
Sviluppando  i  secondi  membri    per   le  note  serie ,  e 
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chiamando  I,  T,  Vi  restì  dopo  il  terzo  termine  àark 

x  +  Ax  «...  +  . -4-2^(^+1) 

y  +  Ay-y+4y+^(4X+r) 
^^      ^         df2\df»/ 

d5       TV  d**         / 

Sia  ora  k  la  retta  che  unisce  i  punti  {x\  %f  ^  x^ 

(a:  -H  Aj?  )    y  H-  Ay  ,    2  -f-  Aje  ),  otterremo  con  facilità 


L'inclinazione  di  qnesta  retta  con  gli  assi  ortogonali  sarà 
determinata  da  tre  angoli  X,  jx,  v,  che  avranno  per  co- 
seni 

2\di»  ^  /  TV  d*>  ^  / 

COSAss— — -T ,      COS/X  —  


cosy  ss 


TV  d>«  / 


e  che  saranno  incluse  nelle  tre  (razioni  simmetriche 


cos  X  cos  fi  cos  y 


d*x  d*i/  ò^z 

"•^4-1     ZiL^-r     --r^r 


di'»  d«>  d^"* 

1 


K(i:?-)'-(^-')'-(^'"r 
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Faceodo  ora  conreif  ere  k  verso  il  limite  zero,  eoorei 

geranno  verso  il  medesìino  limite  la  « ,  e  le  I,  f ,  T 


w            1 ^ 

1 

2* 

• 

■)" 

H^ 

■)" 

-( 

-)• 

ed  insieme 

COS  X          GOS 

[i      cosy 

^^■*« 

1 

d»x         d*y  d*«        l/^(d*x)«H-(d*y)»-4-(d»i)* 

Queste  ultime  equazioni  determinano  evidentemente  F» 
clinazione  della  normale  principale,  e  la  prima  formoi' 
si  riduce  al  raggio  di  curvatura  p.  Quindi  é  facile  ìi 
dedurre  che  convergendo  la  t  verso  lo  zero,  la  retta  i 
die  unisce  i  due  punti  in  proposito  presi  sulla  tangate, 
e  sulla  curva  convergerà  verso  la  direzione  della  w- 
male  principale ,  sulla  quale  il  raggio  di  curvaton  si 
trova  espresso  per  il  limite 

^  2* 

Questa  proprietà  era  stata  di  già  osservata  per  le  cane 
piane. 

215.<»  Se  come  già  abbiamo  fatto  nel  parag.  190la 
curva  si  riduca  ad  un  Elica  di  equazione 

^sasRcosp,        y=3Rsenp,.      j(s=aBp 

avremo 

dj?  ss  -,«  R  sen  p  dp  ,    dy  s=:  Rcos p  dp,     dx  s=  a  R  ^ 

d'onde 

dfssRdpl/'l  -Ha» 
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Supponendo  ora  is  costante,  sarà  simolfanoamente 

d*5  ts  O   ,  d»p  «=  0  ^      d»j5  =  o 

e  perciò 

i^x  =s  —  R  cosp  dp> ,        d*y  «»  —  R  sen  p  dp* 

Con  questi  yalorì  la  penultima  espressione  del  raggio  di 
curvatura  p  del  parag.  208  diverrà 

p  =  R(1  +  a>) 

Per  Tinclinazione  della  curva  y  della  curva  aliasse  dell» 
z  si  trova 


a 

COS^ss 


d^onde 


\ri 


R 


sen^y 


Cioè  il  raggio  di  Curvatura  in  un  punto  qualunque  del- 
l'Elica è  sempre  costante:  questa  proprietà  rimarcabile 
fa  riguardare  l'Elica  rispetto  alle  curve  a  doppia  cur- 
vatura, come  il  circolo  alle  curve  piane.  Non  solo  il 
raggio  p  della  prima  curvatura  è  costante  nell'Elica,  ma 
ben  ancbe  il  raggio  Ri  della  seconda  curvatura,  e  cbe 
potremo  chiamare  raggio  di  fie$sione.  Infatti  ritenendo 
che  L,  M,  N  sieno  gli  angoli  che  una  retta  perpendico- 
lare al  piano  osculatore  fa  con  i  tre  assi  ortogonali 
avremo  per  quanto  si  è  trovato  verso  la  fine  del  para- 
grafo 191  per  l'Elica 

cosL^'Senp  cos  7 ,    cosM.cs»^cos  p  cos  7  ,    cosNsa  sen  7 

quindi 

d  cos  L;=:  cosp  COS7  dp,  d  cos  H  ss  senp  G0S7,  d  cos  N  ss  o 
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e  perciò  [''ultima  fomola  del  pàràg.  207  poi^geriperi 

raggio  di  flessione 

R(1  H-  «») 


R^  «ss =  2  R  cosec  2y  = 

sen  7  C08  7  a 

e  che  per  il  valore  del  raggio  di  Carratara  p  si  ridairiaJ 

R,  s  0  tao  7  =3  -^ 

*  a 

Cioè  il  raggio  di  flessione  deir  Elica  é  eguale  al  prodolb 
del  raggio  di  curvatura  per  la  tangente  trigonometria 
d'^inclinazione  formata  dalla  retta  toccante  la  curva  cm 
la  generatrice  del  cilindro.  Questo  valor  costante  del 
raggio  di  flessione  fa  enunciare  una  proposizione  geoe- 
rale  per  tutte  quelle  curve,  le  quali  sieno  in  un  conUtto 
di  secondo  ordine  con  una  Elica  nei  respettivi  loro  ponti: 
infatti  chiamando  h  il  passo  dell'Elica  ,  e  tt  il  rapporto 
della  circonferenza  al  diametro,  noi  avremo  per  il  ragpo 
di  flessione 

p        2nìip         2nRj 

Supponendo  che  una  curva  tracciata  nello  spazio  abbia 
comune  con  una  data  Elica  il  raggio  p  del  circolo  oscu- 
latore in  un  suo  punto  ,  si  potrà  allora  determinare  il 
raggio  R  del  cilindro  sul  quale  deve  essere  descritta, 
ed  il  passo  h  :  sotto  queste  condizioni  potremo  dire  che 
in  una  curva  qualunque  il  raggio  di  flessione  è  una  quar- 
ta proporzionale  geometrica  dopo  la  circonferenza  ZtB, 
il  raggio  di  curvatura  pj  ed  il  passo  h  delPEIica,  che 
tocca  la  curva  in  un  dato  punto  alla  propria  cnrvaton. 
Questo  risultato  coincide  con  quanto  dice  il  sig.  Olivitr 
in  una  Memoria  di  Geometria  descrittiva  inserita  nel 
24  Cab.  del  giornale  della  scuola  politecnica. 
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StU  luogo  geonuirieo  dei  centri  di  curvatura  di  una  curva 

data.  Sopra  le  sviluppate  di  una  curva  qualunju^^ 

$  m/b  superficie  che  è  U  luogo  di  queste  svUuppaie. 

Centro  di  Curvatura  sferica» 


216.^  Determinata  la  posizione  del  centro  4ì  .car^ 
Tatara  per  mezzo  delle  tre  coordinate  X,  Y»  Z  come 
già  si  è  fatto  nel  parag.  211 ,  veniamo  a  conoscere  la 
natura  della  linea  formata  dai  respettiyi  centri  di  tutti 
i  punti  della  curva  data.  Ritenendo  che  x ,  y ,  2  sienò 
le  coordinate  di  un  pnnto  qualunque  della  curva  data, 
è  evidente  che  al  variare  di  queste,  varìeranno  ancora 
le  coordinate  X,  T,  Z  del  centro  di  curvatura,  cioè 
immaginando  che  il  punto  {xj  y,  x)  si  muova  in  un  modo 
continuo  sulla  curva  data^  il  centro  (X,  Y,  Z)  descri- 
verà una  nuova  curva,  la  quale  rappresenterà  il  luogo 
geometrico  dei  respettivi  centri  di  curvatura,  e  per  con- 
seguenza una  variazione  delle  X,  Yj  Z  includerà  ancora 
una  variazione  nel  raggio  p. 

Ciò  posto  per  conoscere  le  differenti  proprietà   della 
linea  dei  centri  riprendiamo  le  formolo 

(X— «)«  4-  (Y— y)>  •+-  (Z— z)>  ^  2  (X--^)  (Y— y)  co«  s 

^  2  (X— x)  (Z— *)  cos  é"  +  2  (Y— y)  (Z— z)  eoa  8^'  «  /)• 

(X— a:)d§-«.(Y  — y)d*2^(Z  — J8)dC=o 

la  seconda  delle  quali  appartiene  al  piano  iionnale,  e 
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Differenziandole  completamente  si  avrà 

(X— op)  (dX~ic)  -H  (Y— y)  (dY— dj/)  ^  (Z— x)  (dZ-di) 
+  ((X-x)  (dY-dy)4.(Y-y)  (dX— dar)) cos  6 

^-  {pi—a:)  (àZ—òz)  -f.  (Z— z)  (dX— dx)\  cos  e' 

H-  ((Y~y)  (dZ-d^)  +  (Z-r)  (dY— dy))co8  /'  =  /)  d  ; 

(X-a?)  d«§ -H(Y-y)  d^U  4- (Z  — J5)d»? 
H-(dX  — dj:)d5H.(dY  — dy)dìg  +  (dZ  — d*)df=rO 

La  prima  di  queste  equazioni  in  forza  delP  eqaazinie 
stessa  del  piano  normale,  e  la  seconda  per  una  delle  ^o^ 
mole  stabilite  al  parag.  212  si  ridurranno  ad 

(X— a:)dX4-((Y  — y)dXH.(X— a:)dY)co»€ 

^  (Y—y)  dY  ^ ({Z  -  ^) dX-t-(X-*x)  dZ^coa  e' 

N^  (Z— ^)  dZ  H- ((Y  -  y)  dZ  H- (Z  —  «)  dY)co»  6"=/»^ 

dX  d§-^  dYd)2H-dZ  d^c=»0 


Da  qaest' ultima  formola  deduciamo^  che  la  retta  Un- 
gente alla  curva  data  nel  punto  {xy  y,  js),  e  la  tangente 
alla  linea  dei  centri  nel  punto  (X,  Y^  Z)  s^incontrano  ad 
angolo  retto  ;  infatti  è  noto  che  ritenendo  per  «  l'arco 
compreso  fra  un  punto  fisso,  ed  il  punto  {Xy  y,  i)^eo- 
me  chiamando  S  l'arco  della  linea  dei  centri  compreM 
egualmente  fra  un  punto  fisso  ed  il  punto  (X,  Y^  Z)  ù 
avrà   per  la  determinazione  dell'  angolo  m   delle  due 
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>tangenli  le  curve  nei  punti  (Xj  y,  2)  (X,  Y,  Z) 


àx  dX       dy^dY       dz  dZ 
^"•^d^   dS'*"d*  dS'^di  dS 


dx  àY        dy  dX\ 

'      T—     T^  I  COS  g 


/ax  ai        ay  dA\ 
Vdl  d'S  "*"  di  dS/ 


/dudZ  ,   dzdX\  /dydZ       d«  dYv 

Vd#dS^d#dS/  VdidS       d«  dS/ 

ore  facendo  la  sostilurione  dei  noti  valori  di  §,  4,  ^, 
si  ridurrà  ad 

dX  d|       dY  d^      dZ  d? 
^^^"•^'dS  d#'**dSd."^dSd* 


Quest^'espressione  si  riduce  a  zero  egualmente  che  il  nu« 
meratore  perms=90.  La  nuova  retta  tangente  alla  linea 
dei  centri  nel  punto  (X,  Y,  Z)  sarà  compresa  nel  piano 
nonnaie,  formando  con  il  raggio  di  curvatura  un  certo 
angolo  del  quale  ne  determineremo  la  sua  espressione 
analitica.  L'inclinazioni  del  raggio  di  curvatura  con  i  tré 
assi  coordinati,  sono  date  dalle  funzioni  trigonometriche 

^1  j   il  9   Ci  •  .  .   cioè 


X— jT  Y  — y  Z  —  z 

fi  P  0 


come  per  le  inclinazioni  della  tangente  alla  linea  dèi 
centri,  avremo  le  funzioni  trigonometriche  a\  i\  e'  per 
le  quali  sussiste 


,      dX        .,      dY         ,      dZ 

^-ds^    ^''d"s'    ""^dS 
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e  perciò  per  il  coseno  delfragolo^iiì  questione  si  arra 

cos  d  esB  aia  -f.  A,4'  -t-  c,c'-4-  (a>i'  -F  a'4,)  eos  € 

-H  (ajc'  -H  a'ci)  cos  g^-f-  (éi/-p5Vrt)  cos  f^ 

Facendo  la  sostituzione  degli  indicati  valori  st  troverà 
in  forza  il  valore  di  pdp  la  nuovar  e^rcssioae 

cos  0a  3^ 

Cioè  il  rapporto  del  differenziale  del  raglio*  di  earw^ 
tara  ai  differenziale  delP  arco  della  linea  dei  eentn  è 
eguale  al  coseno  dell'angolo  che  fra  di  loro  conCeBgoiia 
la  normale  principale,  e  la  tangente  alla  linea  dei  een- 
tri.  Nelle  curve  piane  dp  =  d=  dS ,  e  questa  raf^rto 
si  ridurrà  a,  r±:  1  ,  ma  nelle  curve  a  doppia  corratura 
ottiene  in  generale  un  valore  differente  dairunifà.  Que- 
sta differenza,  che  esiste  fra  la  linea  dei  centri  di  una 
curva  piana,  e  di  una  curva  a  doppia  curvatura,  fii  si 
che  l'indicata  linea  non  potrà  essere  una  eyoluta  della 
curva  proposta,  come  accade  nelle  curve  piane. 

217.^  In  una  Elica  delle  più  volte  riferite  et[iiazia- 
ni,  troveremo  per  le  formole  stabilite  al  parag.  21 1 

X  —  apc=—  B  (H-a*)  cosp ,  Y  —  yc=s—  B  (1-Hi^)  sen p 

Z  —  Z«=3:0 

ossia 
Xes  — Ba'cosp,    Y  =  —  Ba'senp,      ZssaRp 

Queste  equazioni  rappresentano  evidentemente  una  nuova 
Elica  nella  quale  il  raggio  B'  del  cilindro  sarà 

B"  =  —  Ba> 
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1        . 
e  facendo    Ai  ■=  — .^—  ,  diTerranno 

a 

X=rR'co8p,    YcsR'senp,    Z=a,Wp 
Eliminando  l'angolo  p,  si  otterrà 


Y  /   Z   V 


la  quale  appartiene  ad  una  superficie  Elicoide  che  com- 
prende la  nuova  Elica  ed  ò  tracciata  in  un  cilindro  retto 
che  ha  per  base  nel  piano  delle  xy  un  circolo  di  rag- 
gio a'R.  Questa  conseguenza  si  poiea  ancora  dedurre 
dalPosservare  che  il  raggio  di  curvatura 

p  «=:  R(H-  a») 

é  parallelo  al  piano  delle  ay ,  e  trovasi  nella  direzione 
della  generatrice  deirElicoide,  e  perciò  a  partir  dalfasse 
del  cilindro  converrà  portar  nella  direzione  della  gene- 
ratrice una  lunghezza  j9  <—  R  s=3  a'R. 

21 8.^  La  teorìa  delle  evolventi,  e  delle  evolute  delle 
curve  a  doppia  curvatura  si  stabilisce  in  un  modo  si- 
mile a  quello  di  già  praticato  per  le  curve  piane.  Se  un 
filo  inestensibile  di  una  lunghezza  data  sia  fisso  per  una 
delle  sue  estremità  in  un  punto  di  una  data   curva,  e 
che  questo  filo  applicato  da  principio  sulla  tangente  con- 
dotta alla  curva  per  il  punto  di  cui  si  tratta,  venga  a 
muoversi  rimanendo  sempre  teso,  in  modo  che  una  parte 
si  rotoli  sulfarco  racchiuso  fra  il  punto  fisso,  ed  il  punto 
variabile  (rr,  y,  s).  L'altra  parte  che  rimarrà  retta  e  toc- 
cherà la   curva   al   punto    (  jt  ,  y ,  z)  terminerà  eoa 
un  punto  mobile^  che  verrà  a  descrivere  una  nuova  cur- 
va. Questa  seconda  curva  si  chiamerà  una  evolvente  della 
prima,  come  la  prima  si  dirà  una  evduia  della  seconda. 
Se  si  ehiamino  X ,   Y ,   Z  le  coordinate  di  un  punto 
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della  evolvente^  che  corrisponde  ad  uh  punf o  (jp,  y ,  z) 

della  evoluta,  ed  r  la  distanza  fra  i  due  ponti,  arremo 

X — X       y — y       Z — z  r 

àx  éy^  dz  às 

Il  segno  *4*  A^rà  luogo  quando  la  distanza  r  sarà 
putata  dal  punto  (j?  ,  y ,  z)  della  evoluta  sopra  la 
gente  prolungata  nella  medesima  direzioue  dell'arco  Sj 
ed  il  segno  —  si  dovrà  prendere  per  il  caso  opposta 
Chiamando  e  una  data  costante,  si  avrà  per  il  primo  caso 

r-^scBsc,        drc=  —  is 

e  per  il  secondo 

r  —  8f=se  j        dra»df 

e  perciò  in  ambedue  Tipotesi  sussisterà 

X— a?  _  Y— y      Z— z  _       r^ 
dx  dy  dz  dr 

dalle  quali 

^  rdx     __  rdy     „  rix 

e  differenziando  si  ricaverà  con  facilità 

Siccome  poi  dalla  formola 

dr«  c=  ds«  =  dx»  4-  dy*  -f-  d«*  -H  2di:  dy  cos  s 

•4-  2dx  ds  cos  i'  «f-  2dy  djK  oos  c'^ 
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'  ncaTìamo  non  solamente 

'  ir  ar 

,    ma  ben  anche  dalla  derivazione 


ed  anche  per  i  noti  valori  delle  %,  ij,  ^  in   funzione 
delle  X,  y,  s,  si  avrà 


Cosi  se  i  valori  di  dX,  dY,  dZ  si  moltiplichino  respet- 
tivamente  per  d§ ,  d)? ,  d^  e  si  sommino,  otterremo  . 

d§dX  +  d)7dY-»-d^dZ=»o 

Da  questa  formola  ricaviamo,  che  le  tangenti  condotte 
per  i  punti  (X,  Y,  Z),  (x,  y,  z)  alla  evoluta,  ed  alla 
evolvente  s'incontrano  ad  angolo  retto,  e  perciò  la  tan- 
gente alia  curva  evoluta  è  sempre   perpendicolare  .alla 
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curva  eTolvente.  Per  ottenere  TequizioBi  della  earra 
evolvente,  qaando  sia  nota  la  curva  evolata  ,  conrerrà 
nella  formola 

X— r       Y— y        Z— «  r 


dx  ày  dz  dr 

sostituire  i  valori  delle  or,  y,  z  in  funzione  deiraroo  i, 
quindi  sostituire  e  zfis  in  luogo  della  r,  ed  infine  eli- 
minare l'arco  s  fra  le  stesse  formole  ;  in  questa    guisi  i 
risulteranno  due  equazioni  fra  le  tre  incognite  X,  Y,  Z, 
le  quali  apparterranno  alla  curva  evolvente. 

219.®  Dallo  svolgimento  di  una  data  curva  non  si 
può  ottenere  che  una  sola,  e  nuova  curva;  ma  all'oppo- 
sto una  curva  qualunque  può  provenire  dallo  svolgi- 
mento d'infinite  curve,  od  in  altri  termini  lo  sTolgimeii- 
to  di  pia  curve  potrebbe  produrre  la  medesima  cnrva. 
Ciò  posto  supponendo  cugnita  la  curva  evolvente,  o  vo- 
lendosi la  evoluta  di  questa  ,  chiameremo  x  ^  y  ^  z  le 
coordinate  di  un  punto  della  evolvente ,  corrispondente 
ad  un  punto  (X,  Y,  Z)  della  evoluta,  e  riterremo  r  per 
denotare  la  distanza  fra  i  due  punti.  Sotto  queste  deno- 
minazioni l'ultima  formola  dell'antecedente  parag.  dìveni 

ar— X      y— Y_  z—Z  r 

dX  "  "dY         dZ   "^      dr 

dalle  quali 

aX  =  {X-*)-,dY«:(Y-y)^,  dZ «=  (2— ;,) !l! 

r  r  r 

Per  la  distanza  r,  si  arri 

(X-*)»  -f-  (Y-y)»  -I-  (Z— «)»  -H  2(X-«)  (Y— y)  eos  e 
4-  2  (X—*)  (Z~z)  cos  «'  -*-  2(Y— y)  (Z->*)  c«s  r=f» 
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la  quale  differenziata,  ed  avvertendo  die  dai  valori  di 
dX,  dY,  dZ  si  ricava 

(X,  - 5)  dX-4- (Y.  —  >j)  dY 4- (Z. -?) dZ  =  f  d f 
COSÌ  yerifieherà 

(X  -  re)  d?H- (Y  — y)  d>j+.  (Z  — ;g)  d?  =0 

j    Le  Xi ,  Yi  ,  Zi  hanno  il  noto  significato  con  le  X,  Y,  Z 
;    come  dal  parag.  135.  Proseguendo  la  differenziazione,  si 
ba  primieramente 

(X  — ^)d'§-f-(Y  — y)d»iQ  +  (Z  — 2)d»? 

H-  (dX  —  àx)  d|  +  (dY  —  dy)  d>j^-  (dZ  —  djs)  d^  =  o 

quindi  avvertendo  alle  due  formolo 

dXd^+dYd)9-t-dZd^  =  o 

di*  c=  àxA^^iyàyi^iz  d^ 
verrà 

(X  — a:)d»§-f.(Y~y)d»uM-(Z  — «)d*5=ad«» 

Per  nna  naova   differenziazione   considerando   V  arco  s 
come  variabile  indipendente  si  trova 

(X  — ar)d5?H.(Y  — y)d3>j-f.(Z— a)d3? 

4-  (dX  —  ix)  d»?  ^  (dY-dj/)  d«i7  H-  (dZ  —  dz)  d»5  =  o 

Sostituendoci  ora  i  valori  di  dX,  dY,  dZ  ed  osservando 
che  per  Tindipendenza  della  variabile  $ 

ix  d*§  H-  dy  i^TQ  -H  dz  d*^  =  o 

si  trasformerà  in 

(X-x)  d  (r  d^i)  +  (Y-y)  d  (r d'jQ)  +  (l-z)  d  (r  d^= 

34 
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e  perciò  simnltaneamente  al  valore  di  r*   rìralleraM 

le  tre  equazioni 

(X  — x)d§  +  (Y-y)di2H-(Z-.«)d?  =  o 

(X  — flc)d«§-*-(Y  — y)d»>3  +  (Z— a)d«?  =  d*»* 

(X  -  x)  d  <rd»Q -^  (Y  -  y )  d  (rd^)  +  (Z-z)  d  (rd»5H 


Se  per  brevità  si  ponga 

a  =  d(rd»?),    «  =  d{rd*>2),    c=d(rd*?) 

ed  insieme 

A=cdij  — «d?,    B  =  ad?  — tfd§,  C  =  *d§ — ad? 


avremo  dalFeliminazione  delle  diflTerenze 

Z  —  X  fra  la  prima,  e  la  terza,  unitamente  alla  secondi 

X—x  _  Y^-y  _  Z— « d** 

IT"  B~~     C     ~    Ad^|-f-Bd»i}H-Cd^ 

Inóltre  diille  medesime  equazioni  ricaviamo 

\—x       Y— y  _  Z— g 
A     *^  '^  ~     C 


1/^A«4.Bm-C*4-2AB  cos  s  -4-  2Ae  cos  s'  -i-  2BC  cw 

Rovesciando  ora  queste  due  ultime  frazioni,  elevando  al 
quadrato,  e  ponendo  per  brevità 

B,  =  d^  d3§  -  d»?  d3? 
Ci  =  d'§  d^ij  —  d'I?  d3§ 
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si  troverà 

A»  +  B«  -»-  C»  -h  2AB  cos  s  -+-  2AC  cos  é  -h  2BC  cos  s" 


=  -^  (A.  d? -f.  B.  d>2  +  C,  d?)« 

Se  si  esegaUcano  tutti  i  sviluppi  indicati  dopo  la  sosti- 
tuzione dei  valori  di  aj  h^  e  si  giungerà  ad  un'  equa- 
zione differenziale  del  primo  ordine  non  lineare  fra  le 
due  variabili  r,  «,  delle  quali  $  sia  Pìndipendente.  Per 
semplificare  le  operazioni  analitiche  supponiamo  gli  assi 
ortogonali,  ciò  che  porta 

e  facciasi  per  le  derivate 

^T*'  d^'  "^       !?■*    ^ 

otterremo 

Da  questa  equazione  risulta,  che  r  è  una  funzione  dell* 
arco  9y  e  sarà  un'equazione  differenziale  del  primo  or- 
dine fra  r,  ed  ;,  alla  quale  si  può  soddisfare  sostituen- 
do invece  della  r  un'infinità  di  funzioni  della  «,  corri- 
spondenti ai  diversi  valori  di  una  costante  arbitraria. 
Supponiamo  per  fissar  le  idee  che  sia  determinata  una 
di  queste  funzioni  della  s ,  atta  a  rappresentare  un  va- 
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lore  della  r,  allora  eliminando  Tarco  s  fra  le  tre  equani 

(X-x)^H.(Y-y)^H-(Z-z)  =  r» 

(X  —  a?)  dr  +  (Y  —  y)  dy  -+-  (Z  —  jk)  dz  =  o 

(X  —  x)  d*JPH-  (Y  —  y)  d»y  -f-  (Z  —  z)  d»x  =  di' 

otterremo  un'evoluta  della  curva,  alla  quale  apparten^ 
le  coordinate  or,  y,  2;  di  qui  ne  segue  che  la  mede» 
curva  avrà  un  infinità  di  evolute  per  tatti  i  diffeirr 
valori  della  r,  corrispondenti  ai  diversi  valori  della  co- 
stante arbitraria;  inGne  eliminando  V  arco  s  fra  le  et 
ultime  equazioni  si  ricaverà  fra  le  X,  Y ,  Z  un!  eqm- 
zione  la  quale  rappresenterà  una  superficie  carva,  la^^ 
di  tutte  le  evolute. 

320.<»  Per  scuoprire  la  natura  di  questa  superfiù 
riprendiamo  le  due  equazioni 

(X  — jF)djr-H(Y  — y)dy-H(Z  — x)dz  =  o 

(X  —  ac)  d'a?-+-  (Y  — y)  d^y  -♦-  (Z  —  «)  d»x  =  d*» 

che  rappresentano  la  superficie  in  questione;  ed  osser- 
veremo che  la  prima  di  queste  equazioni  appartiene  al 
piano  normale  condotto  per  il  punto  (x,  y,  z)  alla  cuna 
proposta,  e  la  seconda  appartiene  al  piano  normale  coi- 
secutivo,  e  perciò  rintersezione  di  questi  due  piani  sari 
una  retta  che  trovasi. situata  tutta  intera  nella   superfi- 
cie ,  e  per  conseguenza  ai  differenti    valori  deir  arco  ; 
corrisponderà  un'  infinità  di  rette  tutte   comprese  nella 
superficie,  dunque  la  superficie  è  di  quelle  che  si  chia- 
mano  superficie  rigate.  Per  sapere  poi  se  questa  superfi- 
cie sia  sviluppabile  j    converrà    esaminare    le  proprietà 
della  linea,  la  quale  si  genera  dall'intersezione  di  tre  pia- 
ni normali  consecutivi;  differenziando  infatti  requazioae 

(X  —  a:)  d^?  4- (Y  — y)  d^»7 -f- (Z  — 5)  d'C  =  d** 
la  quale  sussiste  in  qualunque  sistema  di  assi  rettilinei 
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ayremo  le  tre  equazioni 

(X  -  a?)  d|  H-  (Y  —  y)  dj2  +  (Z  ~  z)  d^c=,o 

(X  -  op)  d»?  4-  (Y  —  y)  à'rj  H-  (Z  —  z)  d»?  —  d^>  =  o 

(X  -  x)  d3|  +  (Y  -  y)  d3)2  4-  (Z  —  jj)  d3?— 3d5  d»*=o 

dalle  quali  si  determina  il  ponto  (X,  Y,  Z)  intersezione 
di  tre  piani  normali  consecutivi;  eliminando  poi  le  x,  y,  z 
considerate  o  come  funzioni  dell'  arco  s ,  o  come  fun- 
zioni di  un'^altra  variabile  otterremo  due  equazioni  fra 
le  tre  variabili  X,  Y,  Z,  le  quali  rappresenteranno  la 
linea  prodotta  dall'  intersezione    successiva  di  tre  piani 
normali  consecutivi.  II  punto  (X ,  Y ,  Z)  relativamente 
ad  un  punto  (x,  y,  z)  della  curva  proposta  è  ciò  cbe 
chiamasi  in  particolare  Centro  dì  curvatura  sferica^  e  del 
quale  ne  parleremo  in  appresso.  É  facile  adesso  il  prò- 
vare  che  la  superficie  rigata  in  proposito  risulta  dal  luo* 
go  geometrico  di  tutte  le  tangenti  la  curva  nei  diversi 
punti  (X,  Y,  Z),  ossia  questa  superficie  è  sviluppabile 
avente  per  linea  di  regresso  la  curva  prodotta  dall'inter- 
sezione successiva  di  tre  piani  normali  consecutivi;  pren- 
diamo pertanto  tre  punti  infinitamente  vicini,  e  oonse-* 
cutivi  ad  (X,  Y,  Z)j  ovvero  differenziando  le  prime  due 
delle  ultime  equazioni  considerando  si  le  or,  y,  z  come 
le  X,  Y,  Z  variabili,  otterremo 

(dX  —  dx)  d§  -H  (dy  —  d^)  d>7  +  (dZ  —  àz)  d? 

•+.  (X  —  a:)  d'§ -H  (Y -^  y)  d»>3 -+- (Z  —  5)  d»?  =  0 
(dX— da?)  d*?  -H  (dY— dy)  d'»?  -H  (dZ  —  ds)  d^?-2di  d»« 

^{X-x)  d-^5  -f.  (Y  -  y)  d3>,  +  (Z  -  z)  d^?  =  o 

le  quali  per  le  tre  ultime  antecedenti  si  ridurranno  ad 

dXd5-+^dYd)2-+-dZd?=:^o 
dX  d^l  H-  dY  d»ij  -H  dZ  d«C  =  o 
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Difierenziando  di  nooTo  la  prìina  di  qneste    eqottritt 

sarà 

d»X  d§-t-d»y  d>j-+-d»Z  d$-hdX  d»|-i-dY  d»*7-»-dZ  d»?= 

quindi  si  oUemmno  le  tre  equazioni  simultanee 

dX  d^  «l-  dY  di9  -1-  dZ  dC  <=.  o 
dX  d>|  -h  dy  à'ri  4.  dZ  d>^  =  o 
d'X  d|  H-  d'Y  d)]  H>  d*Z  d^c=r  o 

Palla  prima,  e  dairultima  deduciamo  per  relimiiuzidii 

dg  ^  d>7  ^  Jg 

dV d»Z  —  dZ  d»Y~dZ d»X  —  dX d^Z^dX d»Y — dY di 

Con  questi  valori  ai  quali  devono  soddisfare  i  diffiem-  ■ 
ziali  d^,  di},  d^,  l'equazione  del  piano  normale 

I 

H  trasformerà  in 

(X— A?)  (dY  i'I  —  dZ  d^Y)H-  (Y— y)(dZ  d'X  —  dX  d'I, 

^.  (Z  —  z)  (dX  d^Y  —  dY  d«X)  =  0 

Qiiosta  eqaazioQe  rappresenta  vn  piano  osculutore  eoo* 
dotto  per  il  punto  (X  •  Y  j  Z)  della  curva ,  o  ciò  cke 
torna  lo  stesso  il  piano  normale  nel  punto  (ir,  y,  z)  alla 
linea  proposta  coincide  con  il  piano  osculatore  la  corra 
nel  punto  (Xi  Y,  Z)y  quindi  ciascun  piano  normale  aDa 
curva  tocca  la  superficie  rigata  in  tutti  i  punti  della  g^ 
neratrice  per  cui  passa*  ovvero  le  generatrici  di  questa 
superficie  coincideranno  con  le  rette  tangenti  alla  curva 
formata  dalla  successiva  intersezione  di  tre  piani  dot* 
mali  consecutivi  :  od  in  altri  termini  la  superficie  ifl 
questione  è  il  luogo  geometrico  di  tutte  le  tangenti  «Ih 
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eurva  indicata,  dunque  la  saperficie  è  del  genere  delle 
«viloppabill,  della  qnale  la  sua  linea  di  regresso  ò  de-r 

'  tenninata  dall'intersexione  di  tre  piani  normali  conseca- 
tivi alla  linea  in  proposito. 

221.®  Oltre  le  stabilite  relazioni  fra  i  differenziali 
di  primo  ordine  d§ ,  di? ,  d? ,  ed  i  differenziali  del  se- 
condo ordine  d'X  j  d'Y ,  d'Z  ,  se  ne  deduce  un'^altra , 
la  quale  proviene  dalla  combinazione  della  prima,  e  della 
seconda.  Si  sostituiscano  i  noti  valori  di  §,  19,  ^  in  fun- 
zione di  X,  y,  z  nella  prima,  e  nella  seconda,  e  racco- 

I  c^Iiendo  i  termini    moltiplicati    per   dr,  dy,  dz  e  per 
A^x ,  d'y ,  d'js ,  sarà   col   richiamare  il  significato   di 

dXi  di^  -4-  dY|  dy  -|-  dZ|  dz  =:  o 
dXi  d>a:  -4-  dY.  d'y  -4-  dZ|  du  »  o 
dalle  quali  si  ricava 

dX,  dYi  dZ. 


dy  d*js  —  dz  d'y    dz  d^x  —  \x  d*js    àx  d»y  —  dy  d*x 

Inoltre  F  equazione  del  piano  normale  la  linea  di  re- 
gresso nel  punto  X,  Y,  Z  è 

(X  —  j?)  dX.  H-(Y  — y)  dX,  -H(Z  -  *)dZ, 
d'onde  per  la  sostituzione  di  dX,  dY^  dZ,  otterremo 

(X— a:)  (dy  d*z  —  djs  d»y)  -f-  (Y—  y)  (dz  d»jr  —  da?  d«;s) 

H-  (Z  —  ^)  (dir  d*y  —  dy  d*x)  =  o 

Da  questa  equazione  deduciamo  che  il  piano  normale  la 
linea  di  regresso  é  parallela  al  piano  osculatore  la  linea 
data  nel  punto  (x,  y,  ^),  mentre  in  generale  il  piano 
osculatore  incontrerà  la  linea  di  regresso  in  un  punto 
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diverso  da  X,  Y,  Z;  qaanttinqae  in  qualche  caso  fsurtjr 
colare  possa  succedere  che  il  piano  osculatore  delTou 
coincida  con  il  piano  normale  dell'altra" e  vicererslf;'  k 
tutti  i  casi  però  Tangolo  di  contingenza  delFana  e  egoalf 
alTangolo  di  flessione  dell*  altra  ,  e  viceversa.  É  facìk 
inoltre  di  calcolare  la  distanza  P  del  punto  (x  ^  y ,  r 
della  curva  proposta  dal  piano  normale  alla  linea  di  re- 
gresso nel  punto  (X^  Y,  Z),  e  che  si  ridurrà  a  trovar? 
la  perpendicolare  abbassata  da!  punto  {Xy  y,  z)  sa  Ila  di- 
rezione del  piano  normale  alla  linea  di  regresso  nel  ponte 
(X^  Y^  Z).  Difatli  chiamando  (X',  Y\  Z')  le  coordi> 
nate  di  un  punto  qualunque  di  questo  piano  normale 
sarà  la  sua  equazione  nel  sistema  degli  assi  ortogonaS 

(X'  ~ X)  dX-f-  (Y'  —  Y)  dY-H  (Z'^  Z)  dZ  =o 

la  quale  si  potrà  scrivere  sotto  la  forma 

X'dX  H-  Y'dY  +  Z'dZ  —  (XdX  -H  YdY-H  ZdZ)  =  o 

quindi  la  perpendicolare  abbassata  dal  punto  (a: ,  y  ^  z) 
su  questo  piano  sarà 

p      qpdX  -^  ydY  ^  gdZ—  (XdX  ^  YdY  ^  ZdZ) 
"^  l^i\2  ^  dY»  -H  dZ» 

Infine  chiamando  oci ,  j3i ,  7t  gli  angoli  che  la  retta  tan- 
gente la  linea  di  regresso  nel  punto  (Xj  Y,  Z)  formano 
gli  assi,  avremo 

P  B5  (x — ^X)  cos  «I  -H  (y— Y)  cos  /3,  -H  (« — Z)  cos  7, 

Noi  qui  faremo  un^ossarvazione  importante  :  le  doe  pri- 
me equazioni  simultanee  del  parag.  220  le  quali  rap- 
presentano la  superficie  sviluppabile  sono  verificate  an- 
cora dalle  coordinate  X  ,  Y  ,  Z  del  centro  del  circolo 
osculatore  la  curva  nel  punto  {x^  y^  z)^  e  per  conse- 
guenza la  lima  dei  centri  dei  circoli  osculatori   trovasi 
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>  nella  superficie  snluppabile  :  nai  redremo  che  in  aleane 
circostanze  la  linea  dei  centri  di  curvatura  si  confonde 
con  la  linea  di  regresso  della  superficie  sviluppabile. 
222.<>  Riprendiamo  ora  le  tre  equazioni 

(X  —  ar)  dx  -+-  (Y—  y)  dy  H-  (Z  —  js)  dz  =  o 

^  (X  —  a?)  à^x  H-  (Y  —  y)  d»y  -f-  (Z  — z)  à^z  —  d«»  =  o 

1 

(X— jc)  d^x  -I-  (Y~y)  d3y  -J-  (Z— z)  d^z  —  3d5  d^*  =  o 

le  quali  determinano  un  punto  qualunque  della  linea  di 
regresso;  Tespressìoni  X  —  Xj  Y  —  y,  Z  —  z,  saranno 
Io  differenze  delle  coordioate  di  un  punto  di  una  super- 
ficie sferica  col  centro  nel  punto  (X,  Y,  Z),  e  che  avrà 
:  quattro  punti  comuni  infinitamente  vicini  con  la  linea 
proposta  ,  quindi  ne  viene  che  il  punto  (X ,  Y  ,  Z)  si 
chiama  Centro  di  Curvatura  sferica  rapporto  al  punto 
(x,  y,  z)  e  perciò  ricavando  per  via  dell' eliminazione  i 
valori  delle  tre  differenze  delle  coordinate,  sarà 

ds^iàz  à^y  —  dy  ah)  -|-  Sd^  d'*  (dy  i^z  —  dz  d»y) 

^Ax{i^yà^Z'^^zà^y)'hdy{A^xd^2'i^xih)-hàz{i^xA^i{^à^A^x) 

ds^{dx  d^z  —  dz  d^x)  H-  3d<  d*8  {dz  d»a?  ~  da;  d^z) 
dx(d^ydh"^*zd^y)'^y{d^xd*z-d^xdh)-^dz{d*xd^y'4*yd^x\ 


g^(dy  d^x  —  dx  d^y)  -4-  3à8  d^s  {dx  d*y  —  dy  d^x) 

~da?(d^yd5js-d*zd^y)-hdy(d^a:d'ji-d»a:d3z)-f-d>s(d»a:d^y-d»yd^a:) 

Il  raggio  Ito  della  sfera  osculatrice,  è  dato  evidentemente 
dalla  formola 


Ro  =  ((X-  x)^  -h  (Y  -  y)>  H-  (Z  —  z)-^^ 
Per  trovare  qualcuna  deircspressioni  di  questo  raggio; 
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tvpfMttmo  per  màggiér  semplicità  che  Tarco  Sjsiàh 

Yariahile  ìndipendeale,  ed  iwAwne  pongasi 

S=dx(d'yd^2— d»zd3y)H-dy(d*a;d3zHÌ»jsd3j?)-HU(d»jrd^yHl^ 

▼erra 

^  às^{ix  d^v  —  dy  d^^) 


d«»(d  r  d^«  —  djs  d^x) 
Y  — y  = s 


^  d«'(dy  d^x  —  ix  d^y) 


d'oode 


di»  ^(dzd5y-dyd3r)»H-{drd5j5Hbd3a:)«H-  {dyd}j>4ja 
B.« 


¥ 


ovvero  introducendoci  le  funzioni  derivate  da  d? ,  y,  s 
come  si  è  fatto  al  parag.  319  otterremo 


B. 


a:'(y  V''-  /yO  -+-  y'  (a/V'^-ZV^-^  «'(-^V  — y'^' 


Questa  espressione  può  subire  qualche  altra  trasforma- 
zione qualora  ci  s'^introducano  i  raggi  p,  e  Ri  delle  doe 
curvature. 

223."  Proseguendo  le  applicazioni  per  una  Elica  di 
equazioni 

orsRcosp,       yssRsenp,       xesaRp 

abbiamo  per  la  considerazione  dell'arco  s  come  yariabile 
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indipendenle 

djc:=s —-Rsenpdfi,    iys=z  lì  tùsp  òp  ^    àx^s^alìép 

d*x  «3  —  R  cosp  ^» ,    d«y  es  —  R  8en p  df *  ,  d*z  s=3 o 

d^x  e»  R  sen  p  dp3  ,    d^y  sa  — .  R  cosp  ép^  ,    d^z  ss  o 

ed  insieme 

d<>  es  R>  (1  ^  a>)  dp> 

quindi  le  prime  dae  equazioni  del  parag.  320  che  rap- 
presentano la  superficie  sviluppabile,  luogo  di  tutte  le  eyo- 
Iute  diverranno 

X  senp  —  Ycosp=o(Z— oRp)^    X  cosp-4-Ysenp  sa— a*R 

L^eliminazione  delPangoIo  p  j  darà  luogo  ad  un'  equa- 
zione fra  le  tre  coordinate  X,  Y,  Z  che  apparterrà  alla 
superficie  in  questione.  Elevando  al  quadrato  e  somman- 
do, verrà 

X» -+- Y*  — a4  R*  4- o»(Z  — oRp)» 


^\     a4R«  } 


d'onde  con  gran  £icìIiUt 

Z 

'-7R 
ovvero 

p=.A=pB 

quando  per  brevità  pongasi 


Sostituendo  adunque  il  valore  di  p  nella  seconda  delle 
due  equazioni,  si  otterrà  per  la  superficie  sviluppabile 

X  cos  (A  q=  B)  -t-  Y  sen  (A  =p  B)  =  -.  a'R 


540 

Facendo  i  sviluppi  con  il  primo  segno  verrà 

(Xcos  A-f-Y  scn  A)  cosB-f-a^Rs— (XsenA — Yco8A)scid 

e  con  il  secondo 

(XcosA4-YsenA)cosB+a^R=(XsenA — Yco9A)seDl 

iPacendo  di  nuovo  la  sostituzione  dei  valori  di  A,  e  I 
comprenderemo  sotto  un  doppiò  segno  Tequazione  delb 
superficie  sviluppabile ,  la  quale  tocca  costantemente  k 
piano  normale  alKEIica  proposta,  vale  a  dire 

-.(v.«(l)-x«.(|,))«.(5-L-_.)^ 

E  facile  ora  accertarsi  che  la  linea  di  regresso  di  quesU 
superficie  sviluppabile  é  un'altra  Elica,  la  quale  coinci- 
derà ancora  con  la  linea  dei  centri  di  curvatura  dell' 
Elica  proposta;  ed  infatti  se  alle  due  equazioni  fra  le 
variabili  X,  Y,  Z,  e  l'angolo  p  si  aggiunga  l'altra  equa- 
zione 


(X— 0?)  i^x  -J-  (Y— y)  d^y  -+-  (Z-^«)  ih  —  3d«  d'*  =  o 
risulterà  il  triplo  sistema 
X  sen  p  —  Y  cos  p  8B=  a  (Z  —  a  R  p) 
X  cos  p  4-  Y  sen  p  ì;5=  -—  a*R ,    X  sen  p  —  Y  cos  p  =  o 
d'onde 

X  s=3  —  a^R  cosp,      Ya=  —  a^Rsenp,     Z=aRp 
Ognun  vede  che  queste  tre  equazioni,  oltre  di  rapprc- 
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sentare  un'Elica,  sono  come  si  scorge  dal  parag.  2 1 7  le 
coordinate  dei  centri  di  curvatura  ,  e  per  conseguenza 
la  superficie  sviluppabile  sarà  il  luogo  geometrico  di 
tutte  le  rette  tangenti  un  Elica  data;  questa  superficie 
si  chiamerà  Elicoide.  Per  mezzo  di  una  formola  dimo- 
strata al  parag.  221  calcoliamo  la  distanza  P  del  punto 
{jCy  y^  X  )  della  curva  proposta  dal  piano  normale  alla 
linea  di  regresso  si  troverà  per  TElica,  P  «»  o;  dunque 
il  piano  normale  alla  linea  di  regresso  coinciderà  con 
il  piano  osculatore  la  linea  in  proposito;  e  viceversa. 

224.»  L'Elicoide  sviluppabile  è  anche  il  luogo  di 
tutte  le  evolute  deirElica  proposta,  e  la  ricerca  di  que- 
ste curve  è  racchiusa  nello  ultime  quattro  formolo  del 
parag.  219;  ritenendo  pertanto  che  Parco  $  sia  la  va- 
riabile indipendente  ,  avremo  per  le  funzioni  derivate 
come  dalle  prime  formolo  deirantecedenie  pàrag. 


seno  ,  cosp 

X   ssa i tf  BS?  L —    ,      z 


,,               cosp                            mif 
^^,^  senp  cosy 

quindi  si  ricaverà  con  facilità  per  le  nominate  quattro 

ultime  formolo 


dr»             a»                       a>         r4 
1 f  a  — 


dp»         1  -H  a»  (IH-  a»)3  R» 

X'+Y»— 2R  (X  cos  p-f-Y  senp)  -hR>-t-  (Z— aRp)»  =r» 
Xsenp  —  Y  cosp  c=a  a(Z— •  aRp) 
X  cos  p  -H  Y  sen  p  c=^  — ^  a'  R 
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Dove  le  ahimè  dae  sono  già  occorse  nella  ricerca  delb 
linea  di  regresso.  Facendo  la  somma  dei  quadrati  àdk 
dae  ultime  troviamo 

X«  H-  Y*  =:o4  R>  +  a*  (Z  —  o  R  p)* 

d^  onde  la  seconda  per  la  sostituzione  del  Talore  date 
dalla  quarta,  e  da 

(Z  — aRi»^=  — — 

diverrà 

X»  H-  Y» 


(A*  -I-  Y*  \ 


Di  più  se  per  brevità  pongasi 


l'equazione  differenziale  fra  dr,  e  df  si  trasformerà  io 

aàp  àt 


e  perciò  passando  al  valore  finito  concluderemo 

ap        ^  /R(1  -4- a») 


1^1  H-a» 


-u               /RI  -4-a'  \      p 
d:  are  cos  ( -^ ^J8=aC 


G  indica  una  costante  la  quale  svanisce  nella  diffinva- 
ziazione  :  diinque  risulterà 

R(1  -H  a') 
rs=s  ■> 


cos 


(^"l^iZ-a') 


.  — -I 
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^indi  eliminando  la  r  per  mezzo  di  questa  ultima  oel- 

l'^equazione  fra  X^  Y,  ed  r  si  avrà 

X»  -H  Y»  =3  a*  R»  \ 1 

e  siccome  dairantecedente  parag.  si  ò  trovato  per  Tan- 
golo  p 

Z   _/X«-4-Y»         .  \i 

cosi  otterremo  aache 


ILI 


»-Ha«R»     (     \        Ri/ H-a*  aR  (/^H- a»     /  > 


Questa  equazione  unitamente  a  quella  deirElicoide  svi- 
luppabile determinano  per  ciascun  valore  'della  costante 
G  una  evoluta  deirElica.  É  facile  di  vedere  che  il  più 
piccolo  valore  di  r  corrisponde  al  valore  della  costante 


ap 


t/lH-  a» 


In  questo  caso  la  r  si  riduce  ai  raggio  di  curvatura 
B(1  -4-a')j  e  perciò  sotto  questa  condizione  si  ottiene 
revoluta  situata  sul  centro  di  curvatura ,  e  che  corri- 
sponde al  punto  deirElica  che  coincide  con  Torigine.  Se 
si  chiami  P  un  angolo  corrispondente  ad  un  valore  qua- 
lunque della  costante  C,  si  avrà 

a 
d'onde 

R(1-*-a») 


;«(;♦  -  P) 

cosf 
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e  quindi 

^     „       «  r       1-4-  «» 

X»  -h  Y»  =  a»  R»  \ — 

Infine  sottraendo  quest^ultima  da 

otterremo 

Z  -  a  Rp  «.  db  (1  4- a»r  R  tang(p^^^J 

Ognun  vede  che  la  trovata  formola  porge  il  yalore  ì 
una  delle  coordinate  Z  deirevoluta  deU^£lica  in  foiuì^ 
ne  delFangolo  p.  In  egual  modo  dalle  formole  stabi£> 
nel  principio  di  questo  parag.  si  avrebbero  l'^cspressioK 
di  X  )  Y  in  funzione  di  p  ;  queste  tre  equazioni  np 
presenteranno  una  evoluta  qualunque  delF  Elica  ;  inbtiì 
riprese  le  formole 

X  seup  — -  Y  cosp  8SS  a(Z  —  a  R  p) 

Xco8p-f-Yscnp=  —  a*R 

avremo  dall'eliminazione 

X  +  a'  R  cos  p  =s  a  (Z  — -  a  Rp)  sen  p 

Y  H-  a'R  sen  p  «=— •  a  (Z  —  a  R  p)  cos  p 

le  quali  sono  comprese  nelle  frazioni  simmetriche 

X^-a»Rcosp        Y*4-a'Rsenp       Z  — oRp 
asenp  —  acosp  1 
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L.e  coordinate  X,  Y,  Z  di  un  punto  di  una  eroluta  dd- 
l'Elica  diverranno  infinite,  quando  sia 

t"''^-:±:(2n-H)iL 
ovvero  quando  Tangolo  p  sia  determinato  dalla  formola 

P=:P=fc  (211+1)-    !L_X_ 

2         a 

',  Osserviamo  inoltre,  che  le  coordinate  X,  Y,  Z  non  ces- 
'  sano  di  verificare  l'equazione  dell'Elicoide  sviluppabile, 
quando  anche  p  converga  verso  l'indicato  yalore.  Di  più 
il  punto  (X,  Y  ,  Z)  si  accosta  indefinitamente  a  quello 
rappresentato  dall'equazioni  delle  generatrici  dell'Elicoi- 
de^ quando  si  assuma  per  p  il  detto  valore;  dunque  eia- 
'  scuna  Evoluta  dell'Elica  risulterà  di  un^infinità  di  rami, 
'  che  si  estendono  all'infinito,  e  di  cui  ciascun  avrà  per 
assintoto  due  generatrici  della  superficie   Elicoide  svi- 
luppabile. 

Facendo  la  projezione  di  una  evoluta  dell'  Elica  nel 
piano  delle  ^ ,  y  ,  e  si  prendano  i  valori  di  X,  Y,  io 
coordinate  polari  Ri ,  P| ,  cioè 

XcetRi  cospi ,  Y  =  Riseo.pi 

le  formole 

X  sen  p  -^  Y  cos  p  sia  a  (Z  —  «  R  p) 

Y  cos  p  4-  Y  sen  p  era  —  a'R 

Z  -  a  Rp  =  d=  (1+ o»)*  R  teng(  ;^^\ 

daranno 

R.8en  (p - p.)  =  d=  (H- «»)* R  tang  (°^~^|) 

R,cos  (p  —  p,)  =s  _  a»R 

35 
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Fvociamo  P  «=>  o*  risalterà  il  sistema 

B.sen  (p  -  p,)  «  =t  «  (1  -H  «»)*»  t-ng (■   ^"^J 
RiCos  (p  —  p,)  ss  —  a*R 

Z-aRp=»d=(H-«'»j*R  tang(p;:^^) 

Queste  tre  eqaazioDi  ci  faranno  conoscere  con  gran  fa- 
cilità qaalcbe  proprietà  interessante  delI'Evolate  deirEIi- 
ca;  infatti  la  supposizione  di  P  «»  o  ci  dice  che  le  tre 
precedenti  equazioni  rappresenteranno  quella  delie  evo- 
lute salla  quale  è  situato  il  centro  di  curvatura  corri- 
spondente al  punto  delFEIica;  che  coincide  con  rorìgine; 
per  passare  poi  dalle  ultime  equazioni  a  quelle  nelle 
quali  P  ritenga  un  valore  finito  basterà  sostitoire  in 
luogo  di 

Pt    Pi        e        Z 
le  differenze 

p^P,        pi  —  ?,         Z  — aRP 

albra  la  eurva  alla  quale  appartengono  le  coordinate, 
Pi  ,  Ri  e  Z  si  scosta  nello  spazio  in  modo  che  ciaseos 
punto  descriva  attorno  Tasse  delle  z  con  un  movimento 
di  rotazione  diretto,  o  retrogrado  ^angolo  dr  P,  e  nello 
atesso  tempo  strisciando  parallelamente  a  questo  asse 
percorra  la  lunghezza  d=  oRP  eon  un  movimento  diretto 
0  retrogrado  ;  in  questa  guisa  dalle  evolute  dell'  Elica 
rappresentate  dalle  ultime  stabilite  equazioni,  si  passe- 
rà ad  una  qualunque  delle  altre  evolute  della  medesima 
curva  ;  dunque  tutte  queste  evolute  son  tutte  carré 
simili  fra  di  loro,  e  da  potersi  sovrapporre  Tuna  snir 
iltraj  se  si  prenda 

^/«        ,,  ;r  l/'l  -f-a» 


2  a 
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allora  corrisponderanno  i  diversi  rami  della  prima  ero- 
Iuta,  e  che  si  troveranno  sovrapposti  gli  uni  sopra  gli 
altri  in  virtù  di  quel  scostamento  di  sopra  indicato,  e 
perciò  anche  i  rami  di  nna  medesima  e  volata  sono  si- 
mili fra  di  loro.  Queste  proprietà  sono  simili  a  quella 
deirElica,  che  si  può  sovrapporre  a  se  stessa,  imprimendo 
simultaneamente  un  doppio  movimento  di  rotazione  at- 
torno r  asse  delle  z ,  e  di  traslazione  parallelamente  a 
questo  asse.  Infine  volendo  determinare  il  raggio  Rq  di 
curvatura  sferica  delF  Elica  avremo  con    gran   facilità 
dairultima  formola  del  parag.  222 

R^  =  R(1  H-  a») 

e  perciò  il  raggio  di  curvatura  sferica  deirElica  coin- 
cide con  il  raggio  del  circolo  osculatore  la  medesima 
curva  nei  suoi  respettivi  punti. 


Stdla  Curvatura^  e  sui  raggi  di  Curvatura  ddle  linee 
tracciate  su  di  una  data  superficie. 


225.®  Rappresentiamo  per 

u  e=  o 

V  equazione  generale  di  una  superficie  curva  riferita  a 
tre  assi  ortogonali^  ove  u  sarà  funzione  delle  tre  coor- 
dinate (x,  y,  2).  Se  s'immagini  risoluta  questa  equazione 
rapporto  ad  una  delle  variabili  Zj  si  avrà 

z  =  f(x,  y) 

e  nelPuno  e  nell'altro  caso  potremo  immaginare  un  piano 
tangente  questa  medesima  superficie  io  un  determinalo 
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punto  {x^  y^  z)i  qaindi  se  X,  Y,  Z  sìeno  le  coordinato 

generiche  di  un  punto  qualunqae  del  piano,  sarà  come 

dal  parag.  192  nella  prima  ipotesi 

(X  ~  op)  D,u  +  ( Y  —  y)  D^  +  {Z  —  z)  D,u  «  o 

e  per  la  seconda 

Z  —  «  =«p  (X  —  jr)  ^.y  (Y  — y) 

p  )  q  sono  le  derivate  parziali  della  x  rapporto  ad  x , 
ed  y»  cioè 

Se  per  qnesto  punto  [x  ^  y  ^  z)  si  faccia  passare  ni 
piano  normale,  produrrà  esso  una  data  sezione,  che  noi 
chiameremo  8exion$  narmaley  e  Tintersezione  di  ciascon 
piano  normale  con  il  piano  tangente  darà  origine  ad 
altrettante  rette  tangenti  le  rispettive  sezioni  normali  nel 
medesimo  punto  (x,  y,  x). 

Consideriamo  due  qualunque  di  queste  sezioni  normali^ 
Tequazioni  delle  loro  rette  tangenti,  ed  esistenti  nel  piano 
tangente  saranno  della  forma 

X  — A?«=»m(Z  — z),        Y  — y  =  n(Z  — «) 
X,  — ,»?  —  l»i  (Zi  —  ») ,     Y,  -r  y  =  iij  (Zi  —  z) 

I  coeflipieQti  m  t  ^f  •  n ,  fix  sono  eguali  ^i  rapporti 

àx  dy 

dz  *        djz 

i  quali  si  ottengono  dalle  equazioni  delle  projezioni  delie 
lezioni  normali  nei  piani  iv  ;? ,  y  x.  Che  se  ancora  pongasi 


n  ni 


i 
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*     le  precedenti  eqoazioni  saranno  comprese  nelle 
r 

Y-y=:?(X  — ar),        Y,  — y=(P(X,— 0?) 

t. 

Qui  pure  se  Tequazioni  delle  sezioni  normali  projettate 

nel  piano  x  y  siano 

/{x,  y)«=.o  ,  F(ar,  y)  =  o 

i  yalori  di  f^  ^  saranno  le  respettire  derivate 

dy^      /x>,y)  dy  r^x.y) 

•        àx         fy\x,y)    '      "^       do:"      F>,y) 

Di  più  trovandosi  le  rette  tangenti  nel  piano  tangente 
stesso ,  si  dovranno  Verificare  evidentemente  le  condi«<' 
zioni 

1  =  l>m  4-  ;ii ,        1  c=  putì  -H  y«i 
D^onde  avvertendo  ai  valori  di  ^  ^  e  (p  si  troverà 


1 
me»— j 


P  •+•  J?P  P  +  ?? 


1  ^ 

Hll  =23  — •  ,  ni  =2S 


q^   '  P4-# 

t  coseni  degli  angoli  ce  »  /^  >  7  formati  dalla  retta  tan*- 
gente  una  data  sezione  con  gli  assi  coordinati  sono  de- 
terminati dalle  frazioni 

cos  (K      cos  /9       cos  y  1 

m  n  1  '^i/^l  H«in*-f-n* 


i 
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e  che  in  forza  dei  valori  di  m  »  fi  ,  si  ridoramo  9A 


i 
cos  a  =  dr 


CO8  /3e==b 


1/1 -t-p» 

9 

■  9')  r 

I/-H-P» 

■»-2w?-»-(i-*- 

r)r 

cos  7  =3  rSr 


e  nella  stessa  maniera  per  una  altra  sezione  arrenio 


cos  «1  =  =ir 


k^1-*-p^-»-2psf(P4-(1  H-?')!^' 


G08  j3i  =  db 


j/^l  -i.p*H-2pjf(p+(1  -f.y»)(j,« 


(/■H.p.4.2pj(t-4.(1H-J»)* 


Gli  angoli  a ,  jS  ,  y  ^  ed  a,  ^  jSi ,  yi ,  sono  vincoUa 
dalle  esazioni- 

cos  y  s=  p  cos  a+q  co8/3,        cos  y i  «=  p  cos  «i  +}  cosjSr 

le  qaali  sono  evidentemente  incluse  neirequazicoe  dif- 
ferenziale della  superficie.  Alle  medesime  equazioni  si 
giunge  avvertendo,  che  se  $  sia  Tarco  di  una  dati  se- 
zione normale  compresa  fra  un  punto  fisso,  ed  il  ponto 
i^ì  y»  *)i  si  avrà  in  generale 

ds  =  j/'dx»  -H  dy»  -h  dr* 

Ora  per  una  4ata  sezione  sussiste 

dxeapàx^qdyy        iy  t=:fix 


r 
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e  perciò 

dtc=3  dx  (/"l  •+-  p*  +  2p  7  p  H-  (1  4-  ?»)  9» 

D'altronde  i  coseni  degli  angoli  a,  /3,  y,  sono  dati  dalle 
formole 

CCS  a      cos  j3       cos  7  1 

da?  dy  d«         "^  ^/"dap*  -+-  dy*  -|-  ds* 

d'onde  per  la  sostitazione  otterremo  i  valori  di  gi&  trovati. 
Con  egual  facilità  volendo  calcolare  Tangolo  compreso 
fra  due  sezioni  normali,  avremo 

cos  V  =3  cos  a  cos  oct  4-  cos  jS  cos  /3i  +  cos  7  cos  yi 

m 

e  quindi 

Se  le  due  sezioni  s'incontrano  ad  angolo  retto,  avremo 
la  condizione 

1 -hp»-t-P7  (9 -H^)  +  (1 -I- J'*)  ?i  =  o 

Noi  vedremo  Toltiliti  che  presenta  questa  equazione  di 
condizione  per  alcune  particolari  sezioni  normali* 

226.®  Stabilite  le   precedenti    considerazioni  sieno 
,      x^  y^  z  le  tre  coordinate  ortogonali  di  un  punto  della 
I      superficie  curva  di  equazione  u  =3  O9  ed  ove  sieno  trac- 
I      ciate  un'infinità  di  linee   passanti  per  lo  stesso  punto* 
I     Sia  s  l'arco  di  una  qualunque  di  queste  linee  compreso 
fra  un  punto  fisso  ed  il  punto  (a? ,  y  ,  z)  ^  denotiamo 
per  ùi  il  suo  raggio  di  curvatura  al  medesimo  punto 
(a?,  y,  x)  e  per  p  il  raggio  di  curvatura  di  una  sezione 
normale  che  passa  per  lo  stesso  punto,  e  sia   infine  € 
V  angolo  dei  due  raggi  pi  j  p.  Se  si  prendano  i  diffe- 
renziali del  primo  e  second'ordine  neir  equazione  della 
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superficie ,  e  se  si  supponga  per  esempio,  che  Tarco  i 

rappresenti  la  variabile  indipendente,  noi  avremo  col  tut 


.      dx         /       dy         s       dz 
ds                 di                 di 

d*jr 

le  due  equazioni 

afDjM  ■+■  yDyU -4-  «D^u  «  o 

-4-  2y VDyD,u  -f-  a^'D^u  -+■  y'^DyU  h-  2''D,m  =  o 

Le  derivate  del  primo  ordine  x\  y\  /,  che  espiimoao 
i  coseni  degli  angoli  a  ,  j3 ,  7  formati  dalla  retta  tan- 
gente al  punto  {x^  y,  z)  con  i  tre  assi  ortogonali,  ve- 
rificano evidentemente  Tequazione 

a/»  ^- y'*  H- jj'a  «=  1  I 

Pongasi 

R  =  (  (D^)*  ^.  (h^y  -h  (D.ti)0* 

e  si  chiamino  X ,  fJij  v  gli  angoli  formati  dal  raggio  di 
curvatura  p  della  sezion  normale  con  i  tre  assi  ortogo- 
nali, sarà 

COS  A  e=s  =h  -:5— ,   COS  /X  =  dz  -^,    COS  V  =a  dt  — — - 

li  R  R 

Gli  angoli  X|  ,  /Xi  ,  Vi ,  formati  dal  raggio  di  carvatnra 
Pi  con  i  medesimi  assi,  saranno  come  dal  parag.  2i1 

COS  X|  =  j>i  a/'' ,     COS  jXi  =  Pi  y''  ^     cos  v,  =1  p^  z" 

quindi  per  Tangolo  dei  due  raggi  p,  p^  risulterà 

COS  s  s=:  :±:  p. ~--i 1- 

^  R 
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Per  bretità  si  faccia 


ayremo  ancora 

^       Q 

cos£  =  ±:pi  — 

,  La  quantità  R  rimane  invariabile  per  lo  stesso  panto 
della  superficie,  come  rimarrà  invariabile  la  Q  per  tutte 

>  quelle  curve  le  quali  passando  per  il  medesimo  punto 
abbiano  la  medesima  retta  tangente,  e  perciò  sotto  que- 
sta condizione  il  coclficiente  di  j9i  sarà  una  quantità 
costante;  ora  annullandosi  l'angolo  i  dei  due  raggi  /9| ,  p 

avremo  p^  =s  p^  e  perciò 

R 

ed  insieme 

j9i  sa  p  COS  S 

In  questa  guisa  il  raggio  di  curvatura  di  una  qualsiasi 
curva  tracciata  sopra  una  superficie  dipende  dal  raggio 
di  curvatura  di  una  sezione  normale^  la  quale  abbia  la 
medesima  retta  tangente^  e  dall'angolo  dei  due  raggf  p^pi. 
Se  la  linea  di  raggio  Pi  sia  piana ,  si  dirà  allora  una 
sezione  obliqua  della  superficie,  ed  in  questo  caso  si  ot- 
terrà il  raggio  di  curvatura  pt  col  projettare  il  raggio  p 
,  della  sezione  normale  sopra  il  piano  della  sezione  obli- 
qua. Tal'è  una  proposizione  conosciuta  sotto  il  nome  del 
teorema  di  Meusnier, 

227. <>  La  precedente  espressione  del  raggio  di  cur- 
vatura p,  o  Pi  si  può  anche  presentare  sotto  un'altra  for- 
ma, se  Tequazione  della  superficie  sia  risoluta  rapporto 
ad  una  delle  variabili/  così  facendo 

tt  =  f(a:,  y)— 5=0, 
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si  avrà 


D^«=o, 

D,D.i»  «  0 , 

D,D.« 

d'onde  ponendo 

p  =  D,z ,    q  =  DyS , 

r«D> 

«»D, 

DyS  ,    «ssiD^z 

Terrà 

A.-. 

^      l/"1  -Hp» 

-f-y» 

Sotto  questa  forraa^  che  noi  faremo  principalmente  uso 
per  scnoprire  diverse  proprietà  interessanti,  deUe  qnaB 
godono  le  differenti  sezioni  normali:  aggiungiamo  che 
chiamando  9,  la  tangente  trigonometrica  deil^angolo  for- 
mato con  l'asse  delle  x  dalla  projezione  della  iangenle 
nel  piano  xy^  sarà  come  dal  parag.  225 

X  y  x'  1 


1  (p         P-4-J9         |/^1-hP*H-2py9^-H^-W»)9» 

d'onde 


Infine  per  le  coordinate  X^  Y,  Z  dal  centro  di  cnrra- 
tara,  avremo  l'equazioni 

X — ^X       y — Y       Z — z  p 
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dalle  quali  dopo  la  sostituzione  di  una  delle  espressioni 
di  p ,  si  deducono  i  valori  dell^  differenze  x  —  X., 
y  —  Y ,  js  -—  Z.  I /andamento  della  curvatura  in  un  dato 

:  punto  {x^  y,  z)  della  superficie,  e  proveniente  da  tutte 
le  sezioni  normali,  si  può  rendere  evidente  per  mezzo 

:  di  nna  certa  linea  tracciata  sul  piano  tangente  :  cosi  se 
a  partir  dai  punto  {x^  y,  z)  comune  alla  superficie  ed 
al  piano  si  portino  sopra  ciascuna  retta  tangente  le  se- 
zioni normali  delle  lunghezze  espresse  dal  valor  nume-* 
rico  della  radice  quadrata  del  raggio  fj  allora  chiaman- 
do X,  Y,  Z  le  coordinate  di  un  punto  qualunque  della 
linea  tracciata  nel  piano  tangente,  e  che  passa  per  la 
estremità  dei  respettivi  ^j9,  si  avrà 


I 


quindi  sostituiti  i  valori  di  x,  y  ^  z\  nella  prima  es- 
pressione di  j9,  otterremo  l'equazione 

DJtt  (X  —  j:)»  4-  D^^tt  (Y  —  y)«  H-  DJa  (2  —  z)^ 

4-  2DxDyU  (X-x)  (Y-y)  4-  2D..D,tt  (X-ar)  (Z-z) 

4-  2DyD,u(Y  -y)(Z  -z)  =  rt:  R 

la  quale  apparterrà  ad  una  superficie  del  second'ordine, 
quando  si  considerino  per  variabili  le  X,  Y,  Z  :  il  cen- 
tro di  questa  superficie  trovasi  nel  punto  (x^  y,  jc),  Tin- 
tersezione  della  medesima  con  il  piano  tangente  produrrà 
una  lijiea  di  secondo  ordine  dotata  di  centro  nello  stesso 
punto  (:r,  y,  jc),  e  descritta  nel  piano  tangente.  Che  se 
l'equazione  della  superficie  curva  sia  risoluta  rapporto 
alla  2,  allora  si  avrà  per  la  sostituzione  dei  soli  valori 
di  j/,  y'  nella  penultima  espressione  del  raggio  di  cnr- 
yatura,  la  nuova  equazione 

r(X-T)«  4-  2*(X-j)  (Y-y)  4-  «(Y-y)»  =  rit  (1  4-p*  +  ?')' 
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la  qnale  rappresenta  la  projezione  nel  piano  jry  Jet 
linea  del  secondo  ordine  descrìtta  nel  piano  tangeii> 
questa  linea  descritta  nel  piano  xy  suol  diiamarsi  Cm% 
indicatrice  della  superficie  come  per  il  primo  ha  btlo 
sig.  Dupin  {*). 

2284^  Mettendo  a  profitto  le  proprietà  delle  IÌDf 
del  secondo  ordine  si  vengono  a  risolvere  diverte  ■• 
teressanti  questioni  sulla  curvatura  delle  saperficie  n^ 
porto  alle  loro  sezioni  normali  :  cost  volendo  cercar 
l'equazione  di  condizione^  onde  due  seBÓdiametrì  M 
curva  indicatrice  sieno  conjugati ,  noi  verremo  a  m- 
noscere  la  direzione  di  due  particolari  rette  tangeoti  \ 
due  sezioni  normali,  e  che  potremo  cbìanlare  iangenti, 
e  sezioni  conjugate. 

^ieuo  ^j  VI  le  coordinate  di  un  punto  qualunque  defli 
retta  tangente  la  curva  indicatrice  di  secondo  ordiaend 
punto  (X  — •  X  9  Y  —  y)  si  avrà  per  la  sua  equazione 

M(i  _  a?)  +  N  (u  —  y)  =  ±(1  +p-»^?')* 
ove 

M^fiX-x)  -F  s  ( Y-y) ,        N  =»  I  (Y-y)  ^  s  (X-il 

Nella  stessa  guisa  una  retta  eoadotta  dal  centro ,  i^rà 
per  equazione 

Ai  —  JP 

Le  due  rette  saranno  parallele  sotto  fu  condizione 

(X,-a:)(*(Y-y)  +  r(X-^))  +  (Y.-y)(/(Y.y)  H-  s(X-x))=a 

quindi  ponendo  come  già  ai  è  fatto   0011"*  aatecedeole 
parag.  225 

„_Y-y      .     Y. 


X— X       ^      Xi — X 


•*1 


(*)  Developpement  de  geometrie  pag.  ì47< 
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'  risalterà 

ì 
Questa  relazione   si   chiamerà    Equazione   aUe   tangenti 

conjugatf. 

Una  delle  qaeslioni  più  interessanti,  ed  atta  a  darci 

.  una   idea  netta  della  curvatura  della   superficie  per  un 

,  dato  punto  (r^  y,  z)  é  di  ricercare  fra  le  infinite  sezioni 
noriBali  che  passano  per  Io  stesso  punto   quelle ,   nelle 
^uali  i  raggi  di  curvatura  sono  un  massimo,  od  un  mì- 
nimo. Ora  dalla  determinazione  degli  assi  principali  della 
curva  indicatrice  noi  potremo  ottenere  non  solo  i  raggi 
di  curvatura,  massimo,  e  minimo,  ma  ben  anche  la  di- 
rezione delle  corrispondenti  sezioni  normali,  le  quali  do- 
vranno essere  unite  ad  angolo  retto,  come  accade  negli 
assi  principali  di  una  linea  di  secondo  ordine.  A  far  ciò 
avvertiamo  che  gU  assi   principali  di  una   linea  di  se- 
condo ordine  verificano  la  doppia  condizione  di  essere 

,    perpeodicolari  «  e  conjjigati  :  e  perciò  per  la  direzione 
delle  tangenti  le  sezioni  normali  di  massima,  e  minima 

I    curvatura  noi  avremo  eome  da  questo,  e  dal  parag.  225 
le  due  condizioni  > 

J  -H  P*  4-  P?  (?  -t-  ^)  -+-  (^  +  ?')  9  ^ 

Eliminando  da  questa  una  qualunque  delle  due  tangenti 
trigonometriche  ip,  e  ^  si  giungerà  ad  un**  equazione  di 
secondo  grado ,  la  quale  porgerà  i  due  valori  richiesti 
^  corrispondenti  alle  due  sezioni  normali  che  potremo  chia«- 
mare  principali  ;  ed  otterremo 


pve 


A,y>  4*Bt9^Gx  =0 
B.  =  r(H-y»)  — /(1  +p>) 
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I  raggi  di  curvatura  corrispondenti  alle  due  radici  i 
qaesf'equazioni,  si  diranno  raggi  di  eurvaiura>  prme^fgk 
229.*^  Alla  medesima  equazione  di  secondo  gnè 
rapporto  a  ^  ci  si  può  giungere  dal  cercare  diretl^oKiiié 
la  condizione,  onde  il  raggio  p  divenga  massimo,  e  m- 
nimo;  infatti  riprendendo  l'espressione 


p  -ss  ziz  1/1  -f-  p'  -H  q^ 

r  K     -r-r  T-^  r  +  2*y-H/p» 

avremo  da  una  derivazione  rapporto  a  <p 

(r-h2  sf  +  tf^)^ 

'd^onde  per  il  massimo,  o  minimo  avrà  luogo  la  condi- 
lioue 

Eseguendo  le  indicate  moltiplicazioni  e  raccogliendo  i 
termini  moltiplicati  per  le  potenze  seconda,  prima,  e  nulla 
di  9  si  dovrà  annullare  questa  somma,  ciò  che  conduee 
immediatamente  all'^equazione  di  secondo  grado  rapporto 
a  f)  di  già  trovata  :  sarà  bene  qui  di  osservare  che  so- 
stituendo i  valori  di  Ai  ,  Bi ,  Gì  nell'equazione  di  se- 
condo grado  rapporto  a  f  avremo  anche  per  ona  facile 
decomposizione 


1  +p* 4-pg  9        P?  -t-  (^  -H  ?*)9 
Sieno  9i  ,  92  le  radici  di  questa   equazione  è  chiaro , 
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che  fra  le  dae  tangenti  (puf,  sassisteranno  le  dae  eqoa- 
eioni 

1  -^  ?*•+•  pq  {fi -^  fi)  •*' (^  -«- jr»)  Pi  f *  «=  0 

r  -^  «  (f  I  -4- ?,) -f- <  pi  ?.  =  o 

e  nello  stésso  tempo  i  raggi  di  carratara  principale  sa* 
ranno 

quindi  elimiuando  per  mezzo  delle  due  equazioni  rap- 
porto a  9i ,  e  9a  le  r,  ed  1  4-p%  ed  anche  I,  od  1-(-jf' 
•  verrà 

d'ondie  per  la  somma^  e  per  la  moltiplicazione  si  rica^ 
vera 

(1  -f.  p.-H  y«)« 

dunqoe  i  due  raggi  di  eur^atura  principale  dipendono 
dalla  risoluzione  di  un'equazione  di  secondo  grado^  nella 
quale  rappresentando  per  p  Tincognita  comune,  otterremo 


S60 
ove 

L  =  rt  -r  ** ,  N  =  (l-H  p»  -H  q*)' 

M  =  —  (r  (H- f  )  -  2* p? -H  <  (H- p»  ))(1 -H  P»-4-f 
Bi  più  poneodo  in  generale 


f  = 


Q 

ove  sia 

r  -+•  2.9  9  -f-  <  9' 


Q  = 


avremo  rapporto  a  Q  Tequazione  dì  secondo  grado 

L.Q«  +  MìQh-N.  =  o 
nella  quale 

L,  c=  1  -4-  p»+  y»,        Ni  =  ri  —  s* 
M,  =  -(r(H-sf»)~25psf  4-^(1  ^p»)^ 

Io  questo  modo  si  ha  on  doppio  valore  di  Q  corrìspoe- 
dente  ai  dne  valori  di  9,  e  di  p. 

230.O  Un  importante  osservazione  a  farsi  è  che  i 
due  valori  di  Q  sono  reali  :  ciò  si  potrà  immediatamente 
scorgere  per  mezzo  di  una  trasformazione  di  piani  coor- 
dinati. Infatti  nulla  togliendo  alla  generalità  supponiamo 
che  il  piano  tangente  sia  parallelo  al  piano  delle  xy. 
si  avrà  p  =  0 ,  jf  =  o  d'onde  i  valori  Li ,  Mi,  Ni  di- 
vengono 

Lic=s1,    Nic=r<  — 5»,    Mi  =  — (r  +  i) 
In  questa  guisa  Tequazione  di  secondo  grado 

Q*— (rH-()Q+rl— «^  =  0 
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darà  dalla  risoluzione  le  radici 


Q  ^  r -M  ^  l/"(r  —  0»  ■«■  4$' 


ove  essendo  sotto  il  vincolo  radicale  una  quantità  essen- 
zialmente positiva^  saranno  reali  le  due  indicate  radici. 
Questa  decomposizione  in  quadrati  della  quantità  sotto 
il  vìqcoIo  radicale  nell'equazione  di  secondo  grado  rap- 
porto a  Q  si  ottiene  ancora  indipendentemente  della  sup- 
posizione di  p  c=3  o ,  9  s=s  o.  Dalla  medesima  equazione 
ricaviamo  che  nel  caso  di 

ri— «*>o 

i  due  valori  di  Q  corrispondenti  ai  due  raggi  di  cur- 
vatura principale  godono  dello  stesso  segno,  e  perciò  sotto 
]uesta  condizione  i  raggi  di  curvatura  avranno  una  me- 
lesima  direzione,  e  rappresenteranno  i  due  valori  l'anno 
nassimo,  e  l'altro  nunimo  di  p.  Quando  sia 

due  valori  di  Q  sono  di  segno  contrario  ed  i  raggi 
i  curvatura  diretti  in  senso  opposto  rappresenteranno 
uè  valori  minimi  di  p.  Infine  neirìpotesi  di 

rt  —  5^  =  0 

DO  dei  valori  di  Q  si  annulla,  ed  il  valor  massimo  del 
iggio  di  curvatura  diviene  infinito,  ciò  che  indica  esser 
alla  la  curvatura  in  una  delle  due  sezioni  normali  prin- 
pali.  Questa  circostanza  ha  luogo  in  una  superficie  svi- 
ppabile  per  ogni  suo  punto. 

Riprendiamo  V  equazione  generale  di  secondo  grado 
ppòrto  a  Q  con  i  coefficienti  L,  ,  Mi  ,  Nt ,  e  suppo* 
imo    elle   svanisca  la  quantità    sotto  il  vincolo   neir 

36 
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equazione  risolata;  in  questo  caso  i  ime  valori  di  Q 
ed  i  due  valori  di  p  saranno  eguali  :  per  giaogere  ai' 
equazioni  di  condizioni  ,  che  devono  aver  luogo  fra  V 
derivale  parziali  p»  jf^  r,  « ,  /  baslarà  avvertire,  cbe  : 
valore  generico  di 


•«««■iB«B> 


1  -H  p*  -H  2/>sr  f  H-  (1  -H  q'^f^ 

dovrà  essere  indipendente  dalla  tangente  trigonomeùi 
ca  9  9  d' onde  i  respettivi  coefficienti  di  cìascaoa  po- 
tenza di  f  dovranno  essere  fra  di  loro  nel  medesimo  m- 
porto;  ciò  ghe  dà  immediatamente 

r  8  t 


1+P*  Pi        i-H?' 

m\ìt  qil^U  rìcon^>ooendo  \i  ngmer^tore,  e  ^enominai^ 
jre,  moltiplicando,  e  dividen4o  la  seconda  p^r  9,  e  b 
terza  per  ^'  verrà  ancora 


1  -+-  p*       pq       1  -H  y» 

jSotto  questa  «tessa  ipotesi  il  doppio  valore  di  f  daio 
dalfequazipne  di  secondo  grado  diviene  indeterminato. 
Quei  partipolari  punti  della  superficie  nei  quali  si  %^ 
rificano  Tenunpiale  coadizipoi  sono  chiamati  dai  francesi 

Infine  se  nella  consueta  equazione  di  secondo  ^nà& 
rapporto  a  Q  si  aniii|l|i  il  coeffipentp  di  Q»  si  avrà  U 
condizione 

i  due  valori  di  Q,  cooie  i  due  valori  4ei  raggi  di  car- 

ir^lura  principale^  sono  eguali,  e  diretti  in  senso  opposto. 

;^31.<>  Pati  i  due  raggi  di  curvatura  prinpipale  per 
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M  dato  ponto  della  sttperBcie,  d  molto  facUe  di  deter. 
minare  il  raggio  di  curratura  di  una  qaalonqae  delle 
seàoni  normali,  che  passano  per  lo  stesso  punto  :  infatU 
supposto  per  maggior  semplicità,  che  il  piano  tangente 
sia  parallelo  a  quello  deUe^  x  y,  e  che  la  dire«one  degli 
assi  coordinati  «oincida  con  la  direzione  dei  semiassi 
principali  della  curva  Indieatrict ,  si  dovrà  porre  pri- 
mieramente nell'espressione  generale 


P  =  0,  Sr=sO,  «aaO.x'caOOSa,  /«nsCOS  jS  «e  BCU  « 

ciò  die  darà 

1 


r  cos*0c  -^  t  sen*e( 


Ora  per  la  stessa  supposizione  P  equazione'  di  secondo 
grado  rapporto  »  Q ,  e  P  equazione  di  secondo  grado 
rapporto  a  />  per  i  raggi  di  curvatura  principale  da- 
ranno respettivamente 

d'onde  per  i  raggi  p, ,  ^^  di  curvatura  principale  po- 
tremo prendere  in  generale 

^  1  1 

Se  dunque  i  raggi  p, ,  f^  sono  del  medesimo  segno  in 
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modo  da  essere  ri^^o^  il  raggio  di  car?atara  ^  di  oi 

sezione  normale  sarà 


p^  co»»«  -Hj9i  sen*a 


Che  se  sia  r/  ^  o ,  allora  i  raggi  j9| ,  p,  saranno  di  ti- 
gno contrarìOi  ed  allora  ricaveremo 


p2  cos'AC  —  pi  sen'a 


H  segno  =b  ,  deve  scegliersi  secondo  che  il  raggio  9  k 
la  direzione  medesima  con  p, ,  o  con  ^j.  Una  qnaloo^ 
delle  dne  espressioni  si  trasforma  anche  facilmente  i 
un  equazione  polare  di  nna  linea  di  secondo  ordine,  rà 
quale  i  semiassi  a,  b  principali  sieno  rappresentati  ì 
primo  da  QQ  medio  aritmetico,  ed  il  secondo  da  no  im- 
dip  geometrico;  si  sostituisca  infatti  in  primo  laogo 

1  —  cos  2«  1  -4-  cos  2d[ 

lieil'O;  era  r  COS^OP  «=?  

Terrà 

P   CTS    , i—J 

*        (/?! -h  M  —  (/>!  — /^a)  cos  2« 
iB  si  faccia  io  9eguito 

Pi  4-  /»a  =  2a ,     ^,  —  ^,  t=  2c  ,      0  =s  a« 

d'onde 

V 

) 

si  ricarerJi 

1,(1-6») 

^       1  -^eco^^c 
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^aesla  espressione  appartiene  ad  nna  corra  di  secondo 
)rdÌDe  a  coordinate  pdari« 

232.<»  Quando  sia  data  la  sola  equazione 


Iella  superficie  cur? a,  e  si  vogliano  per  un  qualunque  pun< 

0  (x,  y,  z)  determinare  i  raggi  di  curvatura  principiale, 
le  direzioni  delle  tangenti  alle  corrispondenti  sezioni 

ormali,  converrà  primieramente  ricercare  il  massimo  e 
linimo  ralore  della  quantità 

/»=(X-«)»+(Y-y)*-H(Z-z)* 

i  questa  espressione  si  dovrà  congiungere  V  equazione 
el  piano  tangente,  e  della  superficie  del  secondo  ordine 
i  già  ottenuta  nel  parag.  226.  Ì^er  maggior  semplicità 
[apporremo  che  gli  assi  principali  della  nominata  su- 
crficie  del  secondo  ordine  sieno  paralleli  agli  assi  coor- 
ìnati,  per  cui  oltre  le  due  equazioni 

(X  —  a?)  DxttH-(Y  —  y)  DyU^{l  —  x)ì),u^  o 
fremo  ancora 

(X_x)»D>  ^.  (Y--y)«D^tt  H-  (Z— ^)>  DJa  =»  =fc  R 
Ke  secondo  il  consueto  sarà 

R=  ((D:^)*4-(D,ti)«-4-(D^)>)* 

1  quantità  p  considerata  come  funzione  delle  tre  va- 
abili  X9  Y,  Z  deve  divenir  massima^  o  minima,  quando 
ìlio  stesso  tempo  le  X,  Y,  Z  verifichino  le  equazioni 
il  piano  tangente,  e  della  superficie  del  secondo  ordi- 
I  :  diiTerenziando  pertanto  rapporto   ad   X ,  Y ,  Z  il 
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Talore  di  ji ,  e  le  due  nominate  equazioni,  si  ani  pr 
la  condizione  del  massimo,  e  del  minimo 

(X ~a:)dX  4- (Y  -  y)  dY -H  (Z  —  ,)  dZ =0 
HxU  dX  H-  D,u  dY  -i-D,tt  dZ  =a  o 

D>  (X-x)  dX  -I-  D«  «  (Y-y)  dY  -|-  DJ*  (Z-«)  dZ  = 

Per  trovare  tre  equazioni  dalle  quali  dipeodaiio  l<  ;- 
cognite  X,  Y,  Z,  od  X-^ ,  Y~y ,  Z~*  basterà,  » 
SI  conosce,  moltiplicare  due  delle  trovate  eqnazioupr 
esempio  la  prima  e  la  terza  per  due  fattori  indete 
nati,  —  S ,  —Te  fatta  in  seguito  la  somma,  i  m 
coefficienti  di  dX,  dX,  dZ  presi  con  il  segno  coatra-. 
»i  facciano  eguali  ai  coefBcientì  di  dX  ,  dY ,  dZ  ic. 
seconda,  in  questa  guisa  risulterà  evidentemente 

(X— jr)  D>  -=  S  (X-^)  H-T  D^ 
(Y-y)  n;«  «  S  (Y-y)  H-  T  D^ 
(Z  -^)  D>  n»  S  (Z—  ,)  4-  T  D.U 

n  fattore  S  si  determina  col  sommare  queste  tre  tf» 
zum  dopo  averle  respetUvamente  moltipUcate  perX-;, 
'      y  »  Z  —  «,  cosicché  verrà 

=i=R  =  S/},        od        S  =  =t:^=o 

e  per  conseguenza  il  moltiplicatore  S  nODè  dìvenodali. 
quantità  di  già  denoUta  per  0,  d'onde  le  tre  precedenti 
equazioni  diverranno 

(D>-0)(Y^y)  =  TD^ 
(Dx«-Q)(Z-«)=TD.i, 
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• 

dalle  qaali  ricavando  i  valori  delle  tre  differenze  X — x, 
Y  —  y,  Z  — -  JE ,  e  sostituendoli  nell'equazione  del  piano 
tangente  risalterà  per  Q  Tequazione  di  condizione 


D>— Q  DJu— Q        D>  — Q 

Il  moltiplicatore  T  si  troverà  dopo  la  sostituzione  delle 
medesime  differenze  nel  valore  di  p.  Infine  i  coseni  de- 
gli angoli  a,  /3,  7  formati  dalla  direziotie  delle  tangenti 
con  gli  assi  coordinati  essendo  proporzionali  alle  stesse 
differenze  delle  coordinate,  avremo  il  sistema  di  equazioni 

(D>  —  Q)cos  a       (D^tt  —  Q)cos  /S       (Dja  —  Q)cos  y 


Queste  formole  corrispondono  ad  altre  di  già  trovate  nei 
parag.  228  e  229. 

233.<^  Per  applicare  queste  differenti  teorie  ad  uà 
qualche  esempio^  prendiamo  un'ellissoide  di  equazione 

a*       A»        e»  **" 

e  per  maggior  simmetria  dette  (^erazìom  analiticbe  la 
porremo  sotto  la  forma 


2  \a»       4»       e»  / 
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si  avrà 


V 

ed  insieme 

(a»  «*  -4-  e»  ar») 


r  =  Die  c=^  —  e» 


a4*3 


La  qaanlilà  denotata  per  R  come  dal  parag.  226,  sari 


d'onde  si  otterrebbe  il  raggio  di  cnryatnra  corrt^Niii- 
dente  ad  una  qualunque  delle  sezioni  normali:  la  dire- 
zione delle  tangenti  alle  sezioni  normali,  e  di  corratiin 
principale  si  determina  per  le  ultime  formole  delFante- 
cedente  parag.  yale  a  dire 

(1  —  Q  g»)  cos  g       (i  — Q4»)cos^       (1— Qc»)ces7 
X  y  z 


=^(l  _  Q  aV  "^Vl  —  Q*»  /  "Ht 


Qc 


J 
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In  c(ue8to  caso  la  Q  dovjrà  verificare   evidentemente 
Kequatione 

jp»  y*  Z^. 

* 

e  potrà  con  facilità  somministrare  gli  eflettÌTi  valori  dei 
raggi  di  curvatura  priocipale.  La  trovata  equaiioue  si 
sottragga  da  quella  della  superficie 


aj>        V'        *' 

a>        A*        c> 

= 

1 

ricaveremo 

a?» 

i* 

a»  — 

1 

Q 

c« 

1 

=  1 


dunque  dopo  di  aver  calcolato  uno  dei  valori  di  Q  per 
i  quali  si  ottiene  il  massimo,  o  minimo  raggio  di  cur- 
vatura ,  si  costruisca  una  nuova  ellissoide  di  semiassi 
€^,  b\  e  determinati  dall'equazioni 


a^^srsa* ,      A'»  s=s  A»  —  tt  ^      e'*  «  c> ^r 

QQ  Q 

Questa  nuova  superficie  di  secondo  ordine  passerà  an- 
cora per  il  punto  (x,  y,  z)  dell'eUissoide  data,  e  poiché 

ne  verrà  che  le  sezioni  fatte  in  questa  nuova  ellissoide 
con  i  piani  coordinati  sono  descritte  con  i  medesimi 
fuochi  della  prima.  Ai  valori  dei  raggi  di  curvatura 
principale  ci  possiamo  giungere  con  facilità  risolvendo 
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direttamente  Tequazione  di  secondo  grado  oCtenda  «d 

parag.  229,  ciò  che  darà 

M=t:|/^(M«~4LN) 

^~  2L 

Per  ottenere  i  yalori  di  L,  M^  N,  si  chiami  h  la  fa- 
pendicolare  abbassata  dal  centro  delPellissoide  sulla  ih 
rezione  del  piano  tangente,  si  arri,  come  è  noto 

k ! «1 

x^       y«        jK«         E 


e  pongasi  nello  stesso  tempo 

a^  -f-  fta  4,  e«  ;cs  u' ,        x'  H-  y*  -+-«*=:=  tr« 
si  troverà 

l/^i  4- p» -I- j*  »  —  ,      rt-^i*^ — - — r  — 

c4 

d^onde 

^*       ^"        *.  ^^        /  i       ^         <" 

a«i»c»    X  '  a»**A«*  ^  '  k^^ 

e  perciò 

1   (  u>  —  t?*      I  /•//u»  —  uK»       a»  **  c»\  1 

/•=  r|-^---K  ((V-)  — *-.-;} 

Per  i!  centro  della  superficie  si  conduca  nn  piano  dia- 
metrale con  il  semaasse  i^,  qnal  piano  dovrà  esser  pa- 


rallelo  a)  piano  tangente  la  superficie  nei  punto  {x^  y^  z) 
e  sieno  i^ ,  v'  gli  altri  doe  semiassi  diametrali  a  v ,  e 
descritti  nel  piano  condotto  per  il  centro  della  superfi- 
cie, si  avrà  dalie  note  proprietà  deirellissoide 


d^onde 


/,  .   ^fp^, 


u*  — t)*  =»  i?3-i- tJ^, 
e  perciò 

1  /•»  H- 1<'«  zfc  (t/*  —  ìr\ 

^=TV — —2 ; 

dunque  i  raggi  di  curvatura  principale  saranno 


v'^  r'"" 


^«y,        ^  = 


k 


Queste  espressioni  sono  d'accordo  con  quanto  di  già  si 
trovò  per  i  raggi  di  curvatura  delle  linee  dctl  secondo 
ordine.  Non  è  difficile  di  formare  altre  applicazioni,  se 
in  particolare  si  scelgano  le  superficie  del  secondo  or- 
dine. La  maggior  parte  dei  risultati  ottenuti  circa  la 
curvatura  delle  superficie  rapporto  alle  loro  sezioni  nor- 
mali sono  dovuti  ad  Eulero. 

234.^  L^andamento  della  curvatura  per  un  dato  punto 
di  una  superficie  corrispondente  alle  differenti  sezioni 
normali  si  riconosce  assai  facilmente  dalla  discussione 
deirEquazione  di  secondo  ordine,  e  che  rappresenta  la 
linea  indicatrice  della  superficie  proposta.  Riprendiamo 
infatti  Tequazione  di  già  determinata  al  parag.  227  vale 
a  dire 

r(X-jr)- 4-25  (X-rr)  (Y.y)+.  t  (Y-y)»  =  db  (l+p^+j»)* 

la  quale  apparterrà  ad  un  ellissi,  ad  un'iperbola,  od  ad 
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una  p^^rabola  ed  alla  varietà  di  qaeste  cunre.  Ora  eoiae 

si  »k  dalle  proprietà  delle  linee  del  secondo  ordise,  la 

precedente  apparterrà  ad  un  ellissi,  se  sia   positiva  la 

differenza 

rt  — .  «» 

a  due  iperbole  >€onjugate^  se  la  stessa  differenza  sia  ne- 
gativa ;  e  nel  caso  che  si  annulli ,  V  equazione  rappre- 
senterà un  sistema  di  due  rette  parallele  ,  che  saraiiDo 
una  varietà  della  parabola.  Inoltre  1'  ellissi  riducesi  al 
circolo  nciripotcsi   di   r  s=st  j    ed«s=:o    che  se   fosse 

(1  ^pa  ^  jr3)2  es  o  si  ridurrà  ad  un  sol  punto  (or,  y^  zi 
Sarà  bene  qui  di  osservare  t  che  per  ciascuna  sezione 
normale  le  coordinate  X  —  or ,  Y  -*—  y  verìicano  sen- 
pre  una  sola  deirequazioni 

r(X-a:)»  ^  2»  (X-^)  (Y-y)  ^  t  (Y-y)»  =  (1  -4-  p'+f  »)' 

r(X-aj)»  ^2$  (X-x)  (Y^)H-  /  (Y-y)»fi=:»—  (1  -^;l»-Hy»)» 

Se  dunque  nel  passaggio  di  una  sezione  normale  ad  aa* 
altra,  il  primo  membro  deirequazione  cangia  di  segno, 
i  raggi  di  curvatura  delle  due  sezioni  normali  arranoo 
una  direzione  contraria.  Questa  circostanza  però  non  ac- 
cade nel  caso  della  differenza  r^  — -  s^  negativa  ,  cioè 
quando  Tequazione  rappresenta  due  iperbole  coDJogale; 
allora  il  piano  tangente  la  superficie  curva  nel  punto 
(ór,  y.  z)  divide  la  superficie  stessa  in  due  parti,  e  Tnna 
di  queste  comprende  le  sezioni  normali,  nelle  qaali  il 
raggio  di  curvatura  è  diretto  in  un  senso,  e  l'altra  com- 
prende le  sezioni  normali  nelle  quali  il  raggio  di  cnr^ 
vatnra  ha  una  direzione  opposta.  Finché  però  la  diffe- 
renza rt  —  $^  si  mantiene  positiva ,  V  equazione  della 
curva  indicatrice  apparterrà  ad  un  ellissi,  e  si  rìdnrrà 
sempre  per  tutte  le  sezioni  normali  ad  una  sola  delle 
due  ultime  equazioni^  e  perciò  in  questo  caso  le  sezioni 
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normali  hanno  Ia(  loro  curvatara   diretta  in  uno  stesso 
senso,  e  la  superficie  cnrva  Terrà  situata   tutta  intera 
da  DB  medesimo  lato  dei  piano  tangente.  Da  ciò  possia- 
mo conehiudere,  che  per  la  differenza  rt —  s^  positiva^  i 
raggi  di  curvatura  principale  diretti  nello  stesso  senso 
saranno  un  valore  minimo^  ed  un  valore  massimo  di  p 
per  le  sezioni  normali  della  più  grande,  e  della  più  pic- 
cola curvatura.  All'opposto  se  la  differenza  ri  —  s*  sia 
negativa  j  l'equazione  della  curva  indicatrice  appartiene 
a  due  iperbole  conjugate,  ed  i  raggi  di  curvatura  prin- 
cipale diretti  in  senso  contrario  saranno  due  valori  mi- 
nimi di  p  per  le  sezioni  normali  della  più  gran  curva- 
tura. Se  finalmente  sia  nulla  la  differenza  ri  —  s*  allora 

V  equazione  di  secondo  grado  fra  le  variabili  X  —  x  , 

Y  —  y  appartiene  ad  un  sistema  di  due  rette  parallele, 
le  quali  saranno  una  varietà  della  parabola,  e  le  sezioni 
principali  corrispondono  ad  un  valore  minimo,  e  ad  un 
valore  infinito  di  pi  in  modo  che  una  di  queste  sezioni 
avrà  la  sua  curvatura  nulla;  ciò  che  è  d** accordo  con 
quanto  si  é  di  già  veduto  nel  parag.  230. 

Noi  termineremo  di  parlare  di  questa  importante  teoria 
col  far  vedere  come  il  ^ig.  Gauss  definisca,  e  misuri  la  cur- 
vatura di  una  superficie.  Consideriamo  una  curva  racchiu- 
sa, e  tracciata  arbitrariamente  sulla  superficie  in  modo 
che  l'area  S  di  questa  curva  comprenda  un  punto  M^ 
siilla  superficie,  della  quale  se  ne  voglia  misurare  la  sua 
curvatura  nello  stesso  punto.  Fatto  centro  in  un  punto  qua- 
lunque dello  spazio,  e  con  raggio  1  descriviamo  una  su- 
perficie sferica,  e  conduciamo  altrettanti  raggi  paralleli 
a  tutte  le  rette  condotte  perpendicolarmente  alla  super- 
ficie nel  contorno  delParea  S,  il  luogo  geometrico  dì  que- 
sti raggi  sarà  una  superficie  conica,  la  quale  segna  nella 
superficie  sferica  una  certa  area  Si .  Formando  il  rap-^ 

portp  ^ ,  e  cercando  il  limite  verso  il  quale  converge 


Uh 

per  oontinoato  decremento  detrarea  S ,  senza 
racchiudere  il  punto  in  questione;  si  prenderà  lo  stesu» 
limite  per  misura  della  curvatura  della  superficie 
dato  punto  M.  Ognun  vede  che  questa  definizione  é 
forme  a  quella  stabilita  per  le  curve  piane,  nelle  quali 
chiamando  i  l' arco,  e  f  Y  inclinazione  ;  si  avrà  per  b 
curvatura  il  limite  verso  il  quale  converge  il  rapporto 

•-^.  Il  sig.  Gauss  dimostra  (*)  che  si  ha  in  fine 
A* 

hm  —  = 

S        Pi  P2 

ove  Pi  ,  ^2  sieno  i  raggi  di  curvatura  delle  due  sezioni 
principali)  e  per  conseguenza  la  curvatura  di  una  su- 
perficie si  misura  dal  prodotto  delle  curvature  delle  dne 
sezioni  principali. 


SuUa  superfieie  luogo  dei  centri  di  eurvfUttra 
principale  j  e  sulle  Unee  di  curveUura. 


235.^  Se  giusta  il  consueto  sia 


Tequazione  della  superficie  curva  ad  X,  Y,  Z  le  coor- 
dinate del  centro  di  curvatura  di  una  sezione  normale 
corrispondente  al  punto  {x^  y ,  z)  della  superficie ,  noi 
avremo  per  le  coordinate  di  questo  centro ,  come  dal 
parag.  227 


(**)  GommeiitaUoiiAs  societatis  GotUngeosis  voi.  6.  Dìsqoisi- 
tìones  gcDerales  circa  superficies  curvas  pag.  99. 
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Quando  si  tratti  delle  sezioni  normali  della  più  grande^ 
e  della  più  piccola  curvatura,  allora j^e  gli  assi  coor- 
dinali SODO  paralleli  alla  direzione  degli  assi  principali 
della  curva  del  secondo  ordine  descritta  nel  piano  tan- 
Spente  dovrk  verificarsi  per  la  Q  Tequaiione  di  già  tro- 
vata al  parag.  223^  vale  a  dire 

(Dxu)»       ,        (D^ti)»  (D,u)» 


=  0 


D>-Q  D>  — Q  D>— Q 


Ciò  posto  r  equazione  della  superficie  luogo  dei  centri 
di  curvatura  principale  si  troverà  dairelimiuazione  delle 
coordinate  x,  y,  z  della  Q  fra  le  cinque  riportate  Equa- 
zioni. Cosi  per  esempio  in  un'ellissoide  di  equazione 


troveremo 

* 

o'(.r— X)_  1       4»(y  — Y)        1 

«»  («  —  Z)        1 

a;»              ,            »•           _. 

«» 

,.(,._<-)  *.(.._  i.)  ..(._^) 


dalla  quale  come  dal  parag.  223 


j:»  v*  *' 


(•-^)  ('-^)  ('-^) 

Ora  abbiamo 

o'  X  Q  ^»YQ  c»ZQ 
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quali  valori  sostituiti  nelle^  altime  due  otterremo 


a>X»  «»Y»  c»Z»       _ 


i'—ò)'  ('-^)  ("-^r 


a«X»  44  Y»  c4Z«        _ 


i'-^J    (--w)'    ('--^" 


Q/ 


Eliminando  infine  Q  fra  queste  due  risulterà  un  eqn^ 
zione  fra  le  X,  Y,  Z  la  quale  appartiene  al  luogo  de 
centri  di  curvatura  principale. 

Qie  se  invece  di  eliminare  le  a;,  y ,  z  si  sostìtu- 
scano  i  valori  delle  differenze 


1        o»X        ,         1       *»Y 

1      t^ 
e*  —  — = — 

Q     '- 

$i  avrà 

a^  «3  z^  a?  «3  5^      ^ 


a^X         A4Y  c4Z  a»X         »»Y  ^  c»Z 

Sarà  bene  qui  conoscere  le  curve  le  quali  prevengono 
dalfintersezione  dei  piani  coordinati  con  la  doppia  su- 
perficie luogo  dei  centri  di  curvatura  principale  dell'el- 
iissoide.  Consideriamo  primieramente  un^intersezione  con 
il  piano  delle  xy  ^  ciò  che  porta  a  fare  ze^Oj  Zsso- 
Ora  airequazione 


y= 


(a3_l)        b^{h^-^)       c^{c^-^) 
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per  la  supposizione  di  z  =  o  ^  si  soddisfa  prendaido 

e» L  ,=5  o  .  ciò  che  rende  indeterminato  l'ultimo  ter- 

Q 
mine,  od  anche  prendendo 

«»  y' 


Supponendo  c>  —  pr-  =  o,  si  ricaverà  dai  yalori  di  x,  y 


*"          Q        ' 

y 

b 

ìy 


A»  — c« 


quali  sostituiti  neirequaiione  dell'ellissoide,  w  supposto 
2  =s  o  ,  si  otterrà 


(«»_c»)»  "*"(*«  — e»)» 


1 


la  quale  appartiene  evidentemente  ad  un  ellissi.  La  se- 
conda curva  d' interseiione  con  il  medesimo  piano  si 
determina  dalle  due  equazioni 

Ì4X"*"MY="'        a'X'^i'Y 
le  quali  porgono 

I         «     /    ax    \r      y  ^/__iZ— V 

Se  questi  medesimi  valori  si  sostituiscano  neU' equazione 
dell'ellissoide  dopo  di  aver  fatto  ««=o,  verrà 


(V-A»)    '*"V  a»  — *»/ 


37 
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QiMsU  eofTa  rappresenta  PevoluU  deirellissi 

come  si  sarebbe  potato  preTedere. 

236.^  Quella  serie  di  punti  situati  sopra 
perficie ,  nei  quali  due  normali  infinitamente  tìcìr 
s'^incontrano  scambievolmente  j  vengono  a  determinaR 
delle  curve  particolari,  che  da  Uongt  sono  state  chia- 
mate Untt  di  Curvatura.  Per  riconoscere  inesistenza  L 
queste  linee  j  prendiamo  l"*  equazione  della  aaperfick. 
risoluta  rapporto  ad  una  delle  coordinate,  cioè 

«  =  f(^»  y) 

e  nello  stesso  tempo,  Tequazioni  della  normale  sarane 

X  —  a?  H-  p(Z  —  z)  c=  o 

Y  — y-i-5f  (Z— «)  =  o 

Ba  questa  retta  si  passa  ad  un'^altra  infinitamente  viciia 
col  dilTerenziare  l'equazioni  rapporto  alle  sole  variabiE 
oc,  y,  jK,  mentre  sotto  Findicata  ipotesi  le  X,  Y,  Z  ap- 
partengono al  punto  dUntersezione;  si  avrà  dunque  dalla 
differenziazione 

dr  -f-p  dz  s=s  (Z  —  «)  dp 

dy  -f  9  djE  ss  (Z  —  z)àq 

Di  qui  ne  segue,  che  per  la  determinazione  delle  tre  ìa- 
cognite  X,  Y,  Z  abbiamo  ottenute  quattro  equazioni,  e 
per  conseguenza  due  normali  alla  superficie  curva  noo 
si  potranno  incontrare,  qualunque  sia  il  ravvicinanieiito 
dei  due  punti  nella  superficie;  contuttociò  rincontro  pò- 
tra  aver  luogo  ^  qualora  il  secondo  punto  infinitamente 
vicino  ai  primo  sia  preso  in  modo  da  verificar  l'cqoa- 
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zione  di  condizione,  dataci  dalle  quattro  equazioni  per 
l'eliminazione  delle  X,  Y,  Z.  Ora  le  due  ultime  non 
contenendo    che  la  x ,  otterremo   dalV  eliminazione  di 

(dar  -t-  p  dz)  djT  =3  (dy  4-  j^  àz)  dp 
ove  sostituendoci 
djs  e=3  pdx  4-  qày  ,    dp  e=3  rdr  +  sdy  ,  dq  sa  «dx  «f»  ^y 

■ 

risulterà 

ove  per  brevità 

Quest'equazione  di  secondo  grado  essendo  identica  a 
quella  di  già  trovata  nel  parag.  228  per  determinare  la 
direzione  delle  tangenti  alle  sezioni  normali  di  curva- 
tura principale,  ne  segue  in  generale,  che  per  ogni  punto 
della  superficie  vi  sono  due  linee  di  curvatura  le  quali 
s'incontreranno  ad  angolo  retto,  e  saranno  tangenti  alle 
sezioni  normali  di  curvatura  principale;  le  linee  di  cur- 
vatura sono  generalmente  curve  a  doppia  curvatura,  e 
differenti  dalle  sezioni  principali.  Monge  chiama  quindi 
raggi  di  Curvatura  della  superficie  quelle  porzioni  della 
normale  compresa  fra  il  punto  (a:,  y,  z)  ed  il  punto  ove 
viene  incontrata  da  due  altre  normali  infinitamente  vi- 
cine. Se  si  chiami  p  questa  normale,  si  avrà 

pa  =  (X  —  :c)*4-  (Y  — y)*  +  (Z  —  z)* 
ovvero 

Per  calcolare  questa  distanza  p ,  la  quale  convenga  ad 


I 
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aoibedae  le  linee  di  curvatara,  si   soslitniscaiio  i  Boli 

valori  di  dz  ,  dp ,  àq  nelle  dae  eqaazioni 

dx  -f-  p  djz  c=  (Z  —  z)  àp 

dy  +  jT  dz  =s  (Z  —  z)  Aq 
e  troveremo 

((1  -h  p»)  -  (Z-z)r)  dx  =((Z  -  z  )  *  —  py)  d, 

(0-H9*)-(Z-')<)dy-((Z-«)«— M)dx 
Moltiplicandolo  adesso  fra  di  loro  e  sostituendoci 

risulterà 

(rt—$^Y—Ùi  -4- q^)r  —  2pqs  +  (1  -h  5f*)ARip H-  Bf=o 

Questa  equazione  è  identica  a  quella  di  già  trorata  al 
parag.  229  per  i  due  raggi  di  curvatura  principale ,  e 
per  conseguenza  i  due  raggi  di  curvatura  della  super- 
ficie coincidono  ed  in  grandezza,  ed  in  posizione  con  i 
due  raggi  di  curvatura  principale. 

237.0  Esaminiamo  particolarmente  il  corso  nel  quale 
un  punto  della  superficie  sia  un  Omhilic  :   abbiamo  di     i 
già  osservato  verso  la  fine  del  parag.  230,  che  quando 
fra  i  coeflScienti  differenziali  di  primo  e  di  secondo  or- 
dine sussista  la  relazione 

r  8  t 


1  -h  p*       pq       1  -i-  ?» 

dy 
allora  V  equazione  di  secondo  grado  rapporto  a  — , 

che  si  può  chiamare  Equazione  delle  Unee  di  curvatwa 
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diviene  identica^  ciò  che  porta  a  concladere,  che  in  que- 
sti particolari  punti  vi  passino   un**  infinità  di  linee  di 
curvatura;  ed  infatti  sotto  I'  indicata  ipotosi  le  sezioni 
normali  sono  tutte  principali,  e  per  conseguenza  tutte  le 
linee  di  curvatura    tangenti  a  tutte   le   infinite   sezioni 
normali  saranno  esse  slesse  infinite  di  numero;  contut* 
tociò  secondo  il  sig.  Dupin  questo  numero  è  limitato,  ma 
come   fa   riflettere   Poissùti    queste  linee  di  curvatura 
«aranno  infinite  di  numero,  se  si  tenga   soltanto  conto, 
rapporto  al  ravvicinamento  delle  normali,  che  agli  in- 
finitesimi di  primo  ordine;  ma  spìngendo  l'approssima- 
zione agli  infinitesimi  degli  ordini  superiori ,  allora  vi 
saranno  alcune  particolari  direzioni,  nelle  quali  il  ravvi- 
cinamento delle  normali  sarà  più  intimo  che  per  le  al- 
tre; quindi  è  che  per  queste  particolari  direzioni  corri- 
sponderà certamente  un  numero  limitato  di  lìnee  di  cur- 
vatura ;  andiamo  a  verificare  V  enunciata  proposizione 
per  mezzo  dell'  analisi.  Si  riprendano  V  equazioni  della 
normale 

X  —  a;-i-p(Z  —  «)  sasrO 

e  sostituendo  jc  -f-  dx  ,  y  +  dy  ,  z  -H  dz  in  luogo  di 
or,  y,  2  ...  si  tenga  conto  dei  differenziali  di  secondo 
ordine,  si  ricaverà  con  facilità  dopo  la  sottrazione  delle 
medesime  equazioni  come  per  il  teorema  di  Taylor  este^ 
so  a  più  variabili 

dx+pd^f-H  I  \jp  d»zH-2dp  àz)  —  (Z  —  z)  (dp  H- J  d»p)=o 

dy  -V-  ?dj5  -H  K^r  d»2-f-  2àq  dz)  —  (Z— z)  (djr  H-  i  d*jf)=io 

Eliminando  la  differenza  Z  —  z  sì  otterrà  la  condizione 
delPincontro,  ciò  che  da 

(dr  -^  p  d^  -i-  I  p  d^z  -i-  dp  dz)  (dy  -f-  J  d»j) 
=  (dy  -h  j  dz  4-  I  y  d*j5  -H  djf  Az)  (dp  -4-  |  d'p) 
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Qaando  un  patito  della  snperficie  è  un  OmbiUe^  ìkb 

mo  veduto  al  parag.  230  che  Teqnazione  alle  Iìbmì 

carvatora 

(dx  4-p  ds)  d^ns (dy  ^qàz)  àp 

è  identicamente  nulla;  quindi  tenendo  conto  dei  soli  i 
ferenziali  del  terzo  ordine,  otterremo  la  nuova  eqiuzioi 
di  condizione 

(dx  -4-|>  iz)  A^q  4-  (p  d*js  4-  àp  dz)  dq 

«=  (dy  «4-  9  àz)  d^  «-f-  (q  à^z  -f-  iq  dz)  dp 

per  mezzo  della  quale  si  determina  la  direzione  M 
linee  di  curvatura,  che  passano  per  un  OmbUk, 
Facendo  la  sostituzione  dei  differenziali 


àt  tB»p  dx  ^qdy  j        dpe=srdrH-id]f 

df  =  «  do;  4*  ^  dy  , 

si  otterrà  il  rapporto  -r^  alia  terza  potenza,  e  perciò  fer 

un  OmòMc  vi  passa  una,  o  tre  linee  di  carvatQra;à 
se  anche  la  trovata  equazione  di  terzo  grado  fosse  ■ 
qualche  punto  della  superficie,  identicamente  nulla,  al- 
lora tenendo  conto  dei  differenziali  terzi,  si  giungerebk 

ad  una  equazione  di  quarto  grado  relativa  a  -~  ,  - 

dx 

e  cosi  di  seguito;  e  per  conseguenza  diremo  in  genera- 
le, che  per  un  OmbiUc  passerà  sempre  un  numero  it 
terminato  di  linee  di  curvatura.  Noi  faremo  qui  onV 
servazione  la  quale  può  avere  un  uso  vantaggioso  nelle 
applicazioni;  la  nuova  equazione  di  terzo  grado  rehlin 

a  —  è  precisamente  il  differenziale  della  prima 
(dr  ^p  dz)  dq  =  (dy  -f>  jr  dz)  dp 
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quando  si  ritengano  per  costanti  dx  j  iy.  Con  questa 
osservazione  sarà  assai  facile  di  trovare  le  nuove  equa- 
zioni alle  lince  di  curvatura  ,  quando  per  un  qualche 
punto  particolare  della  superficie,  tutte  le  antecedenti 
divenissero  identicamente  nulle. 

Per  indicare  brevemente,  quando  possa  succedere  una 
delle  indicate  circostanze  prendiamo  un'ellissoide 

Ofi       «»        «» 

mimi H— -si 

a*       4*        c> 

>  e  la  precedente  equazione  di  secondo  grado  rapporto  a 

dy 

I  ~  di  già  ottenuta  nel  parag.  228  diverrà  facilmente 
dx 

kxyi£^  -f-  (Bj:>  —  Ay»  —  AB) ^  —  B^c»o 
ove  per  brevità 

A  =s  — — —  ,     B  =»  — _ ^ 

a»  —  e»  i*  —  e* 

Da  questa  equazione  si  determineranno  per  ciascun  pun- 
to della  superficie  le  direzioni  alle  linee  di  curvatura; 
se  la  supponiamo  identicamente  nulla,  si  avrà  evidente- 
mente 

xy  sss  0     Bx*  —  Ay*  —  AB  s»  o 

alla  quale  non  si  può  soddisfare  per  valori  reali  che  da 
ysao,  ciò  che  da  insieme 

x  =  ±z\/^X 

Differenziando  Tequazione  trovata,  e  ritenendo  costanti 
Ax ,  dy  verrà 
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ove  soslitttito 

darà 


^  =  0         A 

dx  '  \dx/ 


m-'- 


La  seconda  non  essendo  soddisfatta  da  ralori  reali,  b» 
segue  che  per  il  punto 

y  «.  o  ,        x  =  \/^k 

delFellissoide,  ove  corrisponde  un  Otnbtlic^  oon  vi  pissi 
che  una  sola  linea  di  curvatnra.  Per  un  completo  esame 
delle  linee  di  curvatura  possono  consultarsi  le  opere  ii 
Monge  e  del  sìg.  Leroy  (  Analyse  appliquée  a  la  Geo- 
metrie ).  Noi  termineremo  di  parlare  delle  linee  di  cor- 
vatura  col  fare  insieme  con  Poisson  un''interessaa(e  <»• 
servazione,  la  quale  riguarda  ancora  le  proposizioni  enoo- 
ciate  sulla  curvatura  delle   superficie.    Tatto  ciò  cbe  é 
stato  detto  sulla  curvatura  delle  superficie  della  consi- 
derazione del  piano  tangente ,  e  dalla  descrizione  della 
linea  di  second'ordine  descritta  nel  medesimo  {Mano,  sap- 
pone che  le  rette  tangenti  a  tutte  le  sezioni  sìcdo  com- 
prese in  uno  stesso  piano  tangente  condotto  in  uq  da(o 
punto;  ma  vi  sono  dei  punti  sopra  certe  superficie,  nei 
quali  quantunque  unico  sia  il  piano  tangente^  contuUo- 
ciò  non  sussistono  più  i  teoremi  di  già  richiamati  solb 
curvatura  delle  superficie.  In  questi  punti  speciali,  la  dire- 
zione delle  linee  di  curvatura,  non  prende  una  forma  in- 
determinata, come  negli  OmbUics^  ma  il  loro  numero  à 
maggior  di  due,  e  potrebbe  essere  quattro^  sei, ...  od  un 
numero  pari  in  generale;  nei  medesimi  punti  il  raggio 
di  curvatura  di  una  sezione  normale  potrebbe  ricevere 
più  massimi,  o  minimi,  ed  il  loro  numero  corrisponderà 
sempre  a  quello  delle  linee  di  curvatura. 


I 


•♦« 
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Sìd  contatto  delle  linee  e  delle  superficie. 


238.^  Se  delle  tre  coordinate  rettilinee  di  un  punto 
di  una  curva  tracciata  nello  spazio  se  ne  consideri  una^ 
per  esempio  la  x  come  rarìabile  indipendente,  allora  le 
due  equazioni  simultanee 

y  =  f{x)y        z^iPix) 

le  quali  appartengono  alle  projezioni  della  medesima  linea 
nei  piani  y  x  ^  z  x  ^  saranno  atte  a  rappresentare  la  na- 
tura della  curva  proposta.  Supponiamo  adesso  che  di  un' 
altra  linea  tracciata  parimenti  nello  spazio,  sia  l'equa- 
zione 

y  =  $(ar)  ,  z  ==  x(«) 

Se  queste  due  curve  vengano  ad  incontrarsi  in  un  qual- 
che punto  (x ,  y ,  2) ,  in  modo  da  ritenere  per  questo 
punto  i  medesimi  valori  delle  coordinate  or,  y,  z;  si  ve- 
rificherà evidentemente 

y(a7)±=$(.r)    ,        f/'{^)=X(4 

Queste  equazioni  soddisfatte  simultaneamente  da  valori 
reali  sono  sufficienti  a  determinare  i  punti  d^  incontro 
delle  due  curve.  Immaginiamo  ora  che  le  due  curve  ab- 
biano fra  di  loro  un  contatto  in  un  dato  punto  ;  alle 
precedenti  equazioni  dovranno  aggiungersi  le  condizioni 
della  retta  tangente  comune  :  ciò  che  porta  naturalmente 
il  sistema 

Quando  due  date  linee  tracciate  nello  spazio  hanno  co- 
mune la  retta  tangente  in  un  punto  dato,  e  per  conse- 
guenza comune. un  sol  punto,  si  dirà  che   sono  fra  di 
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loro  ad  tu  contatto  di  primo  ordine.  Cbe  se  come  già 
si  é  fatto  per  le  curve  piane,  abbiano  ancora  a  verifi- 
carsi 

allora  diremo  che  queste  dae  curve  hanno  comnae  h 
retta  tangente,  il  piano  osculatore^  il  circolo  osculatore, 
il  piano  normale,  la  normale  principale,  e  si  toccano  per 
conseguenza  alla  medesima  curvatura  :  il  contatto  in  que- 
stione dicesi  di  secondo  ordine,  od  anche  osculazione,  e 
le  curve  si  diranno  per  la  stessa  ragione,  oscalalrìd 
Proseguendo  nella  stessa  guisa,  diremo  che  due  curve 
nelle  quali,  oltre  le  precedenti,  si  verifichi  ancora 

sono  fra  di  loro  in  un  dato  punto  (r,  t/,  z)  ad  un  con- 
tatto del  terzo  ordine;  ed  in  generale  il  contatto  si  dirà 
delPordine  n«**°><',  se  le  funzioni,  e  le  derivate  da  y ,  : 
fino  air  en^ìina  conservino  i  medesimi  valori  nel 
passaggio  da  curva  ad  un^altra.  Ognun  vede  dalle  pr^ 
cedenti  condizioni ,  che  quante  volte  due  curve  situale 
nello  spazio  siano  fra  di  loro  in  un  dato  punto  ad  na 
contatto  di  un  ordine,  lo  saranno  anche  al  medesimo  or- 
dine di  contatto  le  projezioni  delle  linee  nei  tre  piasi 
coordinati. 

239.^  Scegliendo  per  esempio,  Farco  $  per  varia- 
bile indipendente,  e  le  coordinate  x,  y,  z  funzioni  delk 
stesso  arco,  si  giunge  facilmente  a  stabilire,  che  le  dee 
curve  avranno  un  contatto  deirordine  n,  se  le  fanzicsi 

»,  y,  «,    ;Dtr^  D,y,  D,«  ,   DJx^DJy,  D»r 

D>  ,  D;y ,    d;«  , 

conservino  il  medesimo  valore  nel  passaggio  da  una  cnm 
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ilFaltra;  sotto  questa  ipotesi  le  tre  nuove  derivate 

o  qualcuna  di  esse  dovrà  prendere  un  valore  differente. 
Che  se  scelgasi  un^^altra  data  quantità 

r  =  F(x,  yj  z) 

funzione  essa  stessa  dell^arco  $^  avremo  egualmente 

Dtr  era  DacT  Dfi?  H-  D/"  D«y -|-  D^f  Dj« 


Qui  pure  si  conclude,  che  se  due  curve  abbiano  fra  di 
loro  un  contatto  delKordine  n  tutte  le  funzioni 

r,    Dir,    DJr  ,    Djr ,  .  .  .  .  D;^r 

conserveranno  il  medesimo  valore  nel  passaggio  di  una 
curva  ad  un'altra  per  il  punto  di  contatto. 

Per  mostrare  una  qualche  applicazione  supponiamo  di 
voler  conoscere  l'ordine  del  contatto,  che  passa  fra  una 
curva  data  tracciata  nello  spazio,  ed  un  circolo  deter- 
minato dairintersezione  di  una  sfera,  e  di  un  piano  che 
passa  per  il  centro;  se  sieno  X,  Yj  Z  le  coordinate  del 
centro ,  e  j9  il  raggio ,  avremo  primieramente  le  due 
equazioni 

(X-a:)>-»-(Y— y)«^(Z— *)»==p> 

A(X  — x)-hB(Y  — y)-hC(Z  — «)  =  o 

Ora  i  valori  delle  sette  indeterminate 

X^  Y  ,  Z  ,  j3,        A,  B,  G 
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e  che  eyidentemente  si  ridurranno  a  sei,  si  ottemni» 
da  una  doppia  differenziazione  di  ambedue  V  equaziooi 
nella  supposizione  di  x^  y,  z  variabili,  vale  a  dire 

(X  ~  ar)  dr  -+•  (Y  -.  y)  dy  H-  (Z  —  2)  dz  »  o 

(X— 0?)  d»x-h(Y— y)  d^-h(Z— z)d»;8— dx»— dy» — ds«=o 

Adr-f-Bdy-f-CdzaO,   A  d^^x  +  B d>y -+- C d'z=a 


Da  queste  due  ultime  si  ricaveranno  i  valori  di  A,  B,  C 
come  si  è  fatto  al  parag.  1 84,  ed  allora  si  deduce  Teqna- 
zione  del  piano  osculatore 

A  (X  —  «)  -H  B  (Y  —  y)  H-  C  (Z  —  z)  =.  o 

la  quale  unita  alle  due  provenienti  dalla  differenziazione 
di  p* ,  avremo  le  altre  tre  indeterminate  X ,  Y  ,  Z ,  e 
quindi  il  raggio  p.  Da  tutto  ciò  si  vede  che  questo  cir- 
colo sarà  r osculatore  della  curva,  e  toccherà  la  cuna 
nel  punto  (a;,  y,  z)  ad  un  contatto  del  second'  ordine  « 
mentre  nelle  trovate  espressioni  non  vi  sono  che  dxBe- 
renziali  del  primo,  e  secondo  ordine:  di  più  le  prece- 
denti formolo  sussistono  qualunque  sia  la  scelta  della 
variabile  indipendente. 

240.<»  Per  il  contatto  di  due  superficie   carré  ck? 
supporremo  rappresentate  dall'equazioni 

«  =yi^j  y)^     «  =  K^y  y) 

noi  osserveremo  che  chiamando  Ax ,  Ay ,  Az  tre  iorre- 
menti  infinitesimi  delle  or,  y,  z  comuni  alle  due  super- 
ficie, la  differenza 

/{x  -+-  Ao? ,  y  H-  Ay)  —  f(a:  -+-  Ax ,  y  -4-  Ay) 

sarà  un  infinitesimo  di  un  certo  ordine,  e  che  potrem» 
anche  assumere  per  Tordine  del  contatto  delle  due  sih 
perfide  nel  punto  (xj  y,  z). 
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Pongasi 

ikxàsaadx^        Ay  sa  ft  dy 

ed  insieme 

F(a)  =^/(x  +  a  dx,  y  M-  «  dy)  —  f(a?  -+-  «  ir,  y  -I-  «  dy) 

ove  F(a)  sarà  infinitesimo  con  a.  Supponiamo  che  F((x) 
sia  un^infinitesimo  delFordine  n ,  allora  6  chiaro,  che  si 
avrà 

F(o)=o,  F'(o)=o,  r'(o)  =  o  .  .  .  FW(o)a=o 

o  ciò  che  torna  Io  stesso 

Jlx,  y)  —  f{x,  y)  =  o    àJlxy  y)  —  df(ir,  y)  «»  o 

dyi*>  y) — <•'*(*>  y)  =  «  » 

i'fi'^,  y)  —  i-tix,  y)  =  o  , 

Se  si  eseguiscano  queste  difforcoiiaiioni ,  e  si  aTTerta 
alla  indipendenza  delle  variabili  x,  y  ,  vedremo  che  le 
precedenti  condizioni  si  ridorranno  alle  parziali 

f{x,  y)  =  f|ar,  y) ,    D^(x,  y)  =  Dx([x,  y)  =  o 
'D^/(x,  y)  =  D/(x,  y) ,    D',f(x,  y)  =  0^%,  y) 

=Dx  D^y^x^  y)  =  D,  D,f(x,  y) ,    D'f^Xy  y)  =  D»  f(df,  y)=o 


i>"yi« .  y)  «  i>2f(^.  y) .    D"yi*,  y)  =  »;%,  y) 
'PT'  Dr/('^.  y)=Dr"  D,'(*,  y) 

d;-'  d,/(^,  y)  =  d;:'  D4«,  y) 
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StdtBpMixwm  a  derùuUe  fwrxiali  ddk  superficie  eam 
generate  dal  mommetUo  dMe  Imee. 


241."  Se  fra  dae  parametri,  o  costami  arbìtnrie 
C^  Ci  ,  e  due  quantità  v ,  w  funzioni  delle  tre  ooont 
nate  rettilinee  sussistano  le  relazioni 

ed  insieme  sia 

C.  =  9(C) 

allora  come  già  si  conosce 

W  css  (f(v) 

rappresenterà  una  spperficie  generata  dal  moto  di  im 
linea,  della  quale  le  sue  equazioni  sono  evidenteneate 

t)=iC,        fv  =  9{C) 

Il  movimento  della  linea  generatrice 

««.C,  w=9(C) 

è  tale  che  la  costruzione  della  superficie  generati  ^ 
pende  da  una  sola  funzione  arbitraria  :  e  sarà  assai  it 
Cile  per  mezzo  di  alcune  equazioni  a  derivate  parxnfi 
del  primo  ordine,  far  scomparire  la  (unzione  arbitrari! 
contenuta  nella  sua  equazione  finita 

w  =  9(t?) 

Infatti  considerando  la  jr,  funzione  deUe  altre  due  x,  )> 
e  ponendo 

noi  avremo  da  una  successiva  derivazione  parziale  rap- 
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porto  ad  jr,  ed  y  le  dae  imoTe  eqaaxioni 

DyW  H-  j  D^w  s=  p»  (Dy©  +  q  D.tj) 

ovf^  dividendo  la  prima  per  la  seconda  e  facendo  per 
brevità 

B  r^Dxfv  Dy«  —  D,t>  D,u^ ,     P  =  D,t)  DyW  —  Dyt?  D,w 

verrà 

Pp-»-Q?=»  R 

Tal'é  r  equazione  a  derivate  parziali  di  già  rinvenuta 
con  lo  stesso  metodo  al  parag.  83,  quando  si  parlava 
deireliminazione  delle  funzioni  arbitrarie  contenute  nel- 
Inequazioni  finite.  Alla  medesima  espressione  si  può  giun- 
gere anche  nel  modo  seguente.  Si  differenzino  comple- 
tamente le  due  equazioni  della  generatrice 

e  =  C  ,        w  =  C, 
si  avrà 

Dxf  dx  «4-  Dyt^dy  ^  D.t>  dz  =3  o 

DxH'  àx  -I-  D,w  dy  -4-  D,w  ds  =  o 

dalie  quali  per  via  deireliminazione  troveremo 

àx       Ay       àz 
"P  °Q  ""   R 

D'altronde  per  la  considerazione  di  z  funzione  delle  a?,  y^ 

si  ha 

ds  ss  p  dx  -H  2  dy 

ove  sostituiti  i  valori  di  dx ,  dy ,  d? ,  tornerà  Tequa- 
zione  a  derivate  parziali  di  già  ritrovata.  Questa  teoria 
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trova  una  facile  applicazione  alle  superficie  cilindriclie, 

coniche,  conoidi,  e  di  rivoluzione. 

242.''  In  una  superficie  cilindrica  generata  da  obi 
retta,  che  muovesi  parallelamente  a  se  stessa ,  potremo 
avere  due  equazioni  comprese  nelle  formole 

x—x^       y  —  ffo        z  —  Zo 


ove  Xo  ,  yo  9  ^o  sono  le  coordinate  di  un  ponto  dato 
della  retta  in  proposito;  ed  avremo  dalla  differenziazioae 

dx        dy        àz 
a  b  e 

quindi  per  il  consueto  valore  di  dx  ,  otterremo  Teqna- 
zione  a  derivate  parziali  di  tutte  le  superficie  cilindriche 

Neil'  ipotesi  degli  assi  ortogonali  j  le  costanti  a^b^c 
rappresentano  i  coseni  degli  angoli  che  la  generatrice 
forma  con  i  medesimi.  É  facile  poi  da  una  semplicissi- 
ma considerazione  geometrica  stabilire  la  ritrovata  equa- 
zione. Ponendo 

bxo  —  ajfo  =  C  ,  cXo  ~  «Xo  =  Ct 

Tequazioni  della  generatrice  saranno 

bx  —  ay  =  C  ,        ex  —  ox  =  f{C) 

Che  se  la  generatrice  vien  data  come  V  intersezione  <Ii 
due  piani 

Za:  -4-  my  -4-  nx  =  C ,        liX  ^  m,y  H-  Uit  c=  Ci 
allora  dalla  difierenziazione  si  ha  egualmente 
Idx-f>mdy+ndjss30,      liix 4«  mtdy  h^  ftxdz  =4» 


ì 
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d'onde 

àx  ày  iz 


miix  —  min       nZ,  —  ftij  Imi  —  fnli 

e  quindi  fatto 

itnii  —  «ijit  ss»  d  y     irfj  —  ?n|  =  A  ,     foli  —  mZi  s=3  e 

8i  ^otterrà  la  stessa  equazione  di  prima. 

Per  una  superficie  conica  generata  dal  moto  di  una 
retta  attorno  un  punto  fisso  (aro»  yo»  ^o)  che  si  riduce  alla 
sommità  del  cono,  noi  avremo  Tequazionì  della  forma 

^  —•  ^o        y  —  y»        «  —  zo 


Per  questa  generatrice  noi  faremo 

y— yo  ^A_c      JLllfL.ssl.caCi 


j?  —  Xo  a  x  —  Xq         a 

quindi  dalla  difierenziazione 

(x  —  xo)  dy  —  (y  —  yo)  dx  «=  o 

■ 

{x  —  x^)ài  —  {z  —  ^o)  A» 
ossia 

d^  dy  ex 


^  —  ^o     y  —  yo     X  —  Zo 

d'onde  il  consueto  valore 

dz  esa  p  dr  •+«  jf  dy 

darà  immediatamente 

X  —  zo^  p  (a:  —  fl?o)  4-  Sf  (y  —  yo) 


Quest'equazione  a  derivate  parziali  alla  a  rappresentare 

38 
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una  superficie  conica  qualunque  si  può  ritioTarè  col  n- 

fletlere,  che  il  piano  tangente  una  superfidt  lo  tocca 
go  tutta  Tintera  generatrice 


V  •       1      ■    '^ 


e  quindi  passerà  anche  per  la  sommità  (  ««  9  y»  9  ^»  ^ 
NcUMpotesi  che  ^origine  sia  nello  stesso  rerlice,  atilon 
fe^uaiiotti  ietta  generatrice  di? engono 

come 

sarà  Tequazione  a  derivate  parziali. 

243.**  Una  superficie  conoide  è  generata  dai  Hiorì- 
mento  di  mia  retta,  parallela  ad  un  piano  dato^  e  costretta 
a  strisciare  costantemente  sopra  una  retta  fissa^che  dì- 
cesi  oise  ,  e  ad  una  cunra  data.  Sieno  Xo  ^  y^  ^  z^  k 
coordinate  dì  un  punto  date  delf  asse;  le  sue  e^pazieii 
Peranno  della  forma 

y  —  jpQ   _    y  ■=->  ifo  x-^  sto 

fi  4  c 

La  vetUi  geiieratiìce  potrà  Cisere  considerata  come  Fia^ 
terseaioiie  41  dpe  pwni 

L'(|: —o:*) -4-ir(y  —  y.)  ^  N'(s^  *.)  e=o 

ti  primo  dai  qoall  sia  parallelo  al  piano  daU^  ed  il  ser 
condo  passi  per  1^  asse  ;  quindi  é  che  fra  i  coeflkieBU 
ì/  ^  MW  eà  a^  b^  ^  sussisterà  la  reladone 
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Eliminando  N^  verrà  con  facilità 


V     òCz—gp)  — c(y  — yo) 

M'  ~  c{x  —  Xo)  —  a(*  — ^o) 


Qui  le  costanti  arbitrarie  sono  oTiéentemente  i  ooeifi- 
cienU  U  ,  Wr ,  N'  e  K ,  e  perciò  l'equazioni  della  ge- 
neratrice saranno 

La?H-MyH.Nx  =  <;  j7 —r — -r -v  =  9(C) 

^  e  (x—  x^  —  a(«  —  «o; 

Differenziando  i  primi  membri,  otterremo  le  nuove  equa- 
zioni differenziali 

Ldr-HMdy+Ndjssao 

h{z  —  u)  —  e{y — yoHdjr  -h  (c(*-^.)  —  «(«—«•))  ^9 

4-  (o{y  — y.)  — *(*  —  ».))  d«=o 

od  an(£e  ponendo 

L,  =  «(«  —  «.)  —  c(y  —  y.) 

M,  =  e(x  —  «o)  —  a{x  —  «,) 

N,  «a  «(y  —  %)  —  *(«  —  »•) 
Terrà 

L  dx -»-M  dy  +  N  dz  «»  o,  L,  d* -+- M,dy -4- N.dz  =o 

d'onde 

Ax dy  ^ 

MN,  —  M,N  ""  NL,  —  N.L    "  LM.  -  ML, 

quali  valori  sostituiti  nella  consueta  espressione  di  d«, 
rieaveremo 
LM,  —  ML.  =  p  (MN.  -  M.N)  -t-  jr  (NL,  ~  LN.) 
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la  qaale  si  potrà  anche  porre  sotto  la  forma 

L.-4-pN,       M.-t-gN^ 
L-hpN  "°    M-hjN 

e  sostitaendoci  nnovamente  i  Talorì  di  L|  ^  Mi  ^  Ni  tua 

ò{z—s,)  —  c(y— y.)  -+-  p(«(y— y«)  —  «{*— «o) j 

;  ^^^^— ^—  ■  '''Il  " 

L  +  pN 

^  mTTn 

Oltre  queste  dae,  avyene  una  terza  più  semplice  delle 
precedenti,  e  che  verrò  ad  indicare  in  poche  parole.  Nei 
due  membri  delia  prima  trovata  espressione  dopo  la  so- 
stituzione dei  QoefBcienti  K^x ,  Mi ,  Ni  si  aggiungano  le 
quantità 

j»  a  L  (^  —  a?o) ,    jf  4  M  (y  —  jo)  I    —  e  N(2  —  io) 
risulterà 

(al*  -*-  ìM  -I-  cN)  (p(a?— :Po)  +  ?  dl—yo)  —  («-'^.)| 

«=  (ap  4-  4y  —  <?)  ^L(ar— aro)  •4-M(y— yo)-*-N(«— «o)) 

Quando  gli  assi  fossero  ortogonali^  e  si  volesse  dì  piò 
che  la  generatrice  fosse  perpendicolare  all'asse  della  Go- 
noidCi  allora  chiamandp  <x  «  jS ,  7  gli  angoli  che  Tasse 
delle  superficie  formio  con  gli  assi  delje  Xj  y,  x,  si  avrebbe 


acscosa»        Aasscos^,        ^^^scosy 
ed  insieme  si  potrebbe  prendere 

I#«=3C05pe,        Jt(s=co$^,        N'r=?cosy 


I 
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in  questa  ipotesi^  Teqùazione  si  ridarrà  ad 

p  (a:  —  oro) -h5f  (y  —  yo)  —  («  —  «•) 
-=  {ap  -4-  «y  —  fc)  (L(a?— Jfo)  -HM(y— yo)4-  N(i— Zo)) 

É  facile  di  formare  un'enunciato  geometrico  di  prima 
espressione.  Supponiamo  adesso,  che  l*asse  della  super- 
ficie si  confonda  con  V  asse  delle  z ,  e  che  il  punto 
(^09  yo»  ^o)  coincida  con  Torigine,  ed  insieme  la  generatrice 
sia  parallela  al  piano  delle  a?y^  si  avrà 

flfo'«=yo  =  «o«=o 
come 

L  =  MaBO  ed  ac»6saB0,      CcsNssf 


>     quindi  T  equazione  à  derivate  parziali   della  superficie 

I     conoide  diviene 

I  p^4.jry  =  o 


ed  è  chiaro  che  Tequazioni  della  generatrice  sarftttno 

Sarà  utile  qui  di  osservare  che  le  precedenti  ultime  equa-» 
2ioni  sussistono  quando  anche  fossero  obliqui  gli  assi 
coordinati. 

244.^  Una  stiperficie  di  rivotuxione  vien  generata 
dalla  rotazione  di  una  curva  attorno  un  dato  asse ,  ed 
anche  può  concepirsi  generata  da  un  circolo  di  raggio 
variabile,  perpendicolare  alFasse  di  rotazione,  e  di  cen* 
irò  nei  respettivi  puliti  dell'asse. 

Sieno  Xo ,  yo  ^  *o  1^  coordinate  di  un  punto  dato  dei- 
Tasse,  è  evidente  che  l'equazione  del  circolo  di  raggio 
variabile^  potrà  considerarsi  come  T  intersezione  di  un 
piano  perpendicolare  all'asse,  e  di  una  sfera  di  raggio 
^  variabile,  col  centro  ar^  ,  y^ ,  z^  nell'asse  stesso.  Ri- 
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tenendo  come  sopra,  che  t^  ft^^  fàsm^  gU  angoli  4eglì 
assi  ory ,  x%^  yjs,  avremo  le  dae  equazioni 

(«— j?o)«  -4-  (y— yo)*  +-  («— *o)*  +2(0?— x^)  (y— Jfo)  «M: 

4-  2(a?— 2?o)  («— f  o)  cos  e'  -t-  2(y— yo)  (*—*•)  cosc^'^^E» 

Qui  le  costanti  arbitrarie  saranno 

C  =  K ,        C  =  R* 

per  cni  qaeste  equazioni  appartengono  alla  generatrice. 
Diflerenziando,  e  facendo  per  brevità 

Li  ss  jP  —  JPo  +  (y  —  yo)  COS  6  +  («  —  *oJ  CCS  l 

Mi  =  y  —  yo  +(«  — •  oTo)  COS  s  +  (x  —  x«)  cos  i 
Ni  «3  «  —  «o  4-  («  -—  ^o)  cos  ^  4-  (y  —  y«)  cos  e' 

verrà 

L  d4? -hM  dy -f- N  djc  a o 

L|dj?  -f-  Midy  4*  Nidr  xsa  o 

quindi  dall'eKminazione,  e  dalla  sostituzione  dei  yalm 
i  djp|  dy,  ds  nella  consueta  frarmola 


dr  c=  p  dx  -H  9  dy 
si  avrà 

LMi  —  L.M « p (HNi  —  NMO 4-2 (NL.  _ LN.) 

Facciamo  di  nuovo  la  sostituzione  dei  valori  di  L^ ,  Mr  « 
Ni  ,  e  raccogliamo  i  termini   moltiplicati  per  i  fattori 
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(jj—Xo)  Ip  (Mcose'— Kcò8  i)-4^(N_LcoB  Ó+^-*^^€On\ 

^(«— «•)  (p  (»Ì— N<ia8r^)H-j(Nco8é  — L)4-Mco»^-.Lco8«''\*-o 

Yaì^ò  sotto  ia  (orma  più  generale  l^e<tuàzìòtie  a  derivate 
parziali  di  una  superficie  di  rivoluzione.  Nell'ipotesi  che 
gli  assi  sieno  ortogonali;  si  riduce  Ad 

(x— aro)  (M-hjrN)— (y— jo)  (LH-pN>+'(s— j^o)  (pM-}L)^o 

Che  se  inoltre  Passe  di  rotazione  si  confonda  con  Passe 
delle  jE ,  ed  il  punto  (xo  ,  yo ,  z^)  sìa  la  stessa  origine 
delle  coordinate^  avremo 

qx-^py^ó 

In  questo  cAsd ,  V  equattoni  della  generatrice  saranno 
deìla  forma 

od  anche  della  forma  più  semplice 

Ambedue  delle  indicate  equationi  soddisfano  alla  me- 
desima equazióne  a  derivate  parzialié 

È  assai  facile  di  formare  delle  applicazioni  data  che 
sia  r  equazione  della  curva  generatrice  attorno  V  asse 
delle  z.  Per  mostrare  un  solo. esempio  interessante,  e 
che  trovasi  congiunto  con  altre  teorìe  di  già  esposte, 
consideriamo  una  superficie  di  rivoluzione  ,  la  quale  è 
conosciuta  sotto  il  nome  di  iuperficie  del  toro^  e  che  vien 
generata  dalla  rotazione  di  un  circolo  attorno  un  datO' 
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asse  che  non  passa  per  il  centro.  Sia  a  la  dittawn  del 
centro  dalP  asse  di  rotazione ,  e  che  riterremo  emtn 
quelle  delle  z,  sia  e  il  raggio  di  questo  circolo  »  ed  • 
V  ordinata  di  nn  punto  qualunque  della  circonfereoa , 
corrispondente  all'ascissa  z^  si  arra  in  generale 

d'altronde  per  Tequazione  del  circolo  di  raggio  e,  si  ha 

t«  — a  =  (c>— ««)• 
d'onde  la  richiesta  equazione  del  toro  sarà 

jT»  -i-  y»  css  (a  H-(c»—  «»)*) 
od  anche 

((«?•-*-»»)•— aj  —e*  — 2> 

Se  si  tolgano  i  radicali  si  giungerà  ad  un'equazione  di 
quarto  grado,  e  perciò  la  superficie  del  toro  appartiene 
al  quarto  ordine,  e  che  sarà 

(x*  -+-  y>  -I-  z*  -H  a»  —  e»)*  =  4a»  («»  -H  y') 


Quando  a  si  annulli  si  riduce  eTÌdentemente  all'  equa- 
zione della  sfera.  Si  seghi  ora  la  superficie  con  un  piano 
parallelo  al  piano  delle  xz  ,  e  supponiamo  che  il  piano 
secante  sia  distante  dall'asse  delle  quantità  e,  che  rap- 
presenta il  raggio  del  circolo,  si  dovrà  fare  nell''eqna- 
zinne  del  toro  y  &=  e ,  d'onde  per  l'equazione  della  se- 
zione risulterà 

(x*  4-  «»  4-  a*)*  =  4a»  (x*  -+•  e») 
e  che  si  potrà  anche  rappresentare  per 

z4  -H  2z>  (a»  -H  a?»)  +  (a»  —  jc»)»  «=«  4a*  e» 


I 
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Sia  i  una  costante,  maj^giore,  o  minore  di  «>  e  pren- 
diaoM 

t 

la  precedente  equazione  si  ridurrà  ad 

«4  H-  2j5>  (a*  -4-  x^)  -H  («^  —  a:»)»  =  M 

la  quale  appartiene  evidentemente  airEIIissi  del  Cassini; 
quindi  la  curva  in  questione  gode  della  proprietà  ri- 
marcabile di  essere  una  sezione  del  toro. 

245.''  Se  nell'equazioni  di  una  linea  vi  si  conten- 
gano più  costanti  arbitrarie  G,  G, ,  G^  ,  G3 in 

modo  che  con  le  variabili  x,  y,  z  sia  generalmente 

f{x ,  y  ,  «  ,  G ,  C»  ,  Ca  •...)  =  ^ 

Ff^?  y,  « ,  C  ,  Gì  ,  Cj  .  .  .  .  )  =  o 

allora  supponendo  che  fra  le  costanti  G ,  Gì ,  G^ ...  sus- 
sistano dei  rapporti 

C,=g>(G),       G,==(i(C),       G3  =  x(C).--. 
le  nuove  equazioni 

F  (a: ,  y ,  r ,     G  ,  y(C) ,    (//(G) ,    xlQ»  -)=^ 

rappresenteranno  per  un  infinità  di  valori  della  costante 
C  una  linea  che  si  muove  in  modo  da  generare  una 
certa  superficie,  la  costruzione  della  quale  dipende  da 
più  funzioni  arbitrarie.  L'^equazione  finita  di  questa  su- 
perficie si  otterrà  dall'eliminazione  della  costante  G  fra 
le  due  riportate  equazioni  della  generatrice.  Sotto  questa 


602 

ipotesi  nna  o  più  eqndzidni  à  derivate  parziali  le  quii 
in  gcDcrale  saranno  di  un  ordine  superiore  al  prim 
potranno  rappresentare  la  superficie  proposta.  Qoesit 
equazioni  si  otterranno  primieramente  da  ona  snecesH 
va  derivazione  parziale  rapporto  ad  x^eày  delle  «pi- 
zioni  delle  generatrici,  e  di  considerare  la  z  ^  e  G,  co- 
me funzioni  delle  rr,  y,  e  quindi  di  eliminare 

C ,    DxC ,    DyC,    <^{C) ,  .  .  -  ^'(C)  .  . . 

fra  queste  ultime,  e  quelle  della  generatrice*  QuantiuqM  { 
in  generale  aumentando  il  numero  delle  funzioni  arbitrine 
contenute  neirequazìoni  della  generatrice  aumenti  Torli- 
ne,  ed  il  numero  delle  equazioni  a  derivate  parziali  atte  i 
rafipresentare  la  natura  della  superficie  generata^  parM* 
tavia  se  fra  le  funzioni  arbitrane  sussistano  certe  parti- 
colari relazioni,  si  potrà  abbassare  non  solo  il  namero, 
ma  ben  anche  Tordine  dell'equazioni  a  derivate  parzialL  li 
quale  essendo  priva  di  tutte  le  funzioni  arbitrarie,  rap- 
presenterà nello  stesso  tempo  la  superficie  in  proposito. 
Per  mostrare  una  qualche  applicazione  sopponiamo  di  vo- 
ler determinare  l'equazione  a  derivate  parziali  della  so* 
perfide  sviluppabile,  la  quale  abbia  per  generatrice  le 
differenti  rette  tangenti  una  curva  a  doppia  curvalun 
Sieno 

X  «t  (f(z)  ,        y  =  ^z) 

l'equazioni  della  linea,  se  si  prenda  nella  curva  un  pant^ 

è  chiaro  che  T  equazioni  della  retta  tangente  in  questa 
ponto  saranno  della  forma 


=  z— C 
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Eseguendo  ana  diOerenziariooe,  aTremo 

^    la  quale  in  forsA  deirantecedente  formola  )i  ridurrà  ad 

dx  dy  dz, 

«  —  9(C)  ^   y  —  (^C)  "^  i^ 

Ora  avrertendo  che  per  l'equazione  della  superficie 
a 

djj  =  p  dar  -h  ?  dy 

1    si  ricaverà  da  ambedue 

1=P9^(C)H-?f(C) 

x-C=p(x-f(C))-H(y-^(C)) 

t    Non  rimane  dunque  altro  che  eliminare  le  funzioni,  e 
!     la  costante  :  Tultima  equazione  rappresenta  la  superficie 
I     sviluppabile,  purché  fra  i  coefficienti  p,  jf  e  le  derivate 
7  (G)  I  ^'(G)  sussista  la  trovata  relazione.  Eseguendo  per- 
tanto due  derivazioni  parziali  nel  valore  di  z  —  G  rap* 
porto  ad  x,  ed  y,  e  ponendo 

r  cs  Hxp  ,        t  =5  Dyf ,        «  =  Dx  D^ 
ossia 

r<»D^,        ^  =  DJ?5        s  =  D,DyX 
otterremo 
p  dx  —  dC  =p(da:—  y'(G) dcW  r  da?  (x  —  9  (C)) 

+  s  dx  (y  —  1^  (G))  —  y(|;'(C)dG 
jf  dy—  dG  =  «  dy  (^  —  ?  (G))  —  p  9'(C)  dC 

M-  t  dy(y  —  ^  (C))  H-  9  (dy  — f  (C)  dc) 
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qaeste  due  daranno  evidenletneùte 

^-=»'(«-9(Q)-H(y-*(C)) 
d'onde  Terrà 

Tal'ò  l'eqoazione  unica  a  derirate  paniali  del  secondo 
ordine  di  una  superficie  sviluppabile,  e  che  risolU  dal* 
Teliminazione  delle  quattro  funzioni 

9)(C),        ip(C)^       9^(C),        ffr{G) 

Alla  medesima  espressione  si  giunge  coli*  osservare  cbe 
dalle  due  equazioni 

1-.pf(C)-t-j^'(C) 

*-C=p(«-?(C))+?(y-^(Q) 

si  deduce  in  generale 

d'onde 

e  perciò  derivando  parzialmente  rapporto  ad  j?^  ed  y, 
ai  ha 

e  quindi 

ri— s»=^o 

246.**  Consideriamo  in  fine  una  superficie  gobba 
generata  da  una  retta  che  striscia  sopra  dae  direttrici 
'qualunque,  restando  nello  stesso  tempo  parallela  ad  oa 
piano  dato. 
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Sieno 

1*.  y.  *)  «=  o ,       fi(«,  y,  «)  =  o 

reqaazioni  di  una  delle  direttrici,  ed 

requazìoni  della  seconda  delle  direttrici.  Se  per  sempli- 
cità il  piano  direttore  sia  parallelo  al  piano  delle  tty , 
!    l'equazioni  della  generatrice  saranno  della  forma 

y  =  Cr-+-C,   ,  «=Ca 

Per  esprimere  la  condizione  che  questa  retta  striscia  si- 
multaneamente sopra  le  due  direttrici  j  converrà   che  i 
^    due  sistemi 

y  ss  Gx  -f-  Ci  5  2  s  G,  ,  f(a?,  y,  z)  =  0  ,  f,(a?,  y,  a)  =a  o 

y  ==»Gr-hC|  ,  ««=5Ca,/(a?^y,«)-=o,/i(jT,y,jj)  =  o 

SÌ€no  yerificati  dai  medesimi  valori  di  a?,  y,  x  :  quindi 
eiiminando  j?,  y,  z  in  ciascun  di  questi  due  sistemi^  si 
giunge  a  stabilire 

C,  =  9(C)    ,  Ca-=tt(C)  0 

d^onde  anche 

d'onde  eliminando  fra  queste  equazioni  e  quelle  della 
generatrice  le  costanti  C,  Ci  ^  C^  verrà 

yc=x*(z)H-/(z) 

TaFé  l'equazione  finita  della  richiesta  superficie;  V  eli- 
minazione delle  due  funzioni  arbitrarie  si  farà  ora  per 
mezzo  deirequazioni  a  derivate  parziali;  infatti  eseguen- 
do due  derivaiioai  una  rapporto  ad  x,  ed  una  rapporto 


/ 
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ad  y,  Terra 

dalle  quali  si  deduce 

7 — *(') 

Proseguendo  le  derivazioni  parziali  rapporto  ad  Xy  tii 
si  ottiene 


quindi  eliminando  ^\z) ,  avremo  in  fine 

g«r  —  2p  9  #  -f-  p*l  c=»  0 

Quest'  equazione  a  derivate  parziali  del  second'  ordite 
non  lineare  rappresenta  la  superficie  gobba  in  proposito, 
ove  due  posizioni  consecutive  delia  genéralrice  non  som 
in  linea  retta. 


>««i 


Sutf  Equazioni  delle  euperficié  generate  dai  moto  £  mm 
linea  obblU/ata  a  passare  per  una  direttrice  Jataj 
ed  m  particolare  ddle  superficie  coniche^  cUtwiriehe^ 
eonoidij  e  di  rivoluzione  circoscritte  ad  una 

superficie  data. 


247.^  Consideriamo  una  superficie^  della  quale  li 
sua  costruzione  dipenda  da  una  sola  funzione  arbitraria 
Sieno  secondo  il  consueto 


607 
Tequazioni  della  generatrice ,  ove  u ,  w  sono  due  Ain"^ 
zioni  determinate  delle  tre  coordinate  x,  y,  z.  Sieno  di 
più 

f(ap,  y,  z)=o  j        (i(x,  y^  js)  =  o 

Tequazioni  rappresentante  la  linea  direttrice  del  moto 
della  generatrice.  Per  determinare  Tequazioue  della  su- 
perficie generata  dal  movimento  di  questa  linea  obbli- 
gata a  passare  per  una  data  direttrice,  converrà  assog- 
gettare la  natura  della  funzione  arbitraria  9,  a  verifi- 
care rindieala  condizione;  ciò  che  noi  potremo  ottenere 
nel  modo  seguente  :  infatti  sieno  sempre  or,  y,  z  le  coor- 
dinate di  un  punto  qualunque  della  direttrice,  come 
4)  O)  ^  sieno  le  coordinate  di  un  punto  qualunque  della 
generatrice,  é  evidente  che  chiamando  Y  ,  W  ciò  che 
divengono  t?,  tv  per  la  sostituzione  di  ^,  ij,  ^  invece  di 
^9  y»  ^»  si  avrà 

quindi  eliminando  j?,  y,  s  fra  queste  due  equazioni,  e 
«quella  della  direttrice,  si  giungerà  ad  un**  equazione  la 
quale  non  contenendo  che  le  tre  coordinate  §,  ìj^  ^  rap- 
presenterà, certamente  la  superficie  in  questione.  É  fa* 
icile  di  applicare  questa  teorìa  alle  superficie  coniche,  ci- 
lindriche aventi  per  direttrice  una  linea  piana,  ed  io 
particolare  una  del  second'ordine. 

Supponiamo  adesso  che  la  proposta  superficie  debba 
essere  circoscritta  ad  una  data  superficie  rappresentata 
da  una  equazione 

fisso 

In  questa  ipotesi  la  direttrice  si  confonderà  con  la  li- 
nea di  contatto  delle  due  superficie  :  ora  la  normale  con- 
dotta per  un  punto  qualunque  (a?,  y,  z)  della  linea  di 
contatto,  e  la  tangente  condotta  per  il  medesimo  punto 
al(a  gener^itrice  della  superficie,  s^ìncontrano  ad  angolo 
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retto,  e  perciò  avremo  l'eqaaiione  di 

p  D,ii  -H  Q  D,ti-4-  R  D,tt  =  o 

ove  P,  Q,  R  Gome  dal  parag.  241  sono  le  tre  note  fun- 
zioni delle  x^  y,  x  proporzionali  ai  coseni  degli  angoli 
formati  dalla  tangente  alla  generatrice  con  i  tre  assi  or- 
togonali, come  DjU  ,  D^ ,  D,u  sono  proporzionali  ai  co- 
seni degli  angoli  formati  dalla  normale  alla  linea  dei 
contatti  con  i  medesimi  tre  assi  ;  e  perciò  V  equazioni 
della  direttrice  saranno 

«  OS  0  ,         P  Dartf  -H  Q  D^u  -4-  R  D^u  c=  o 

ed  infine  l'equazione  della  superficie  si  otterrà  dalPeli- 
minazione  delle  tre  coordinate  x^  y,  x  fra  le  due  ultime 
e  le 

Vc=,t7,  W=w. 

248.<*  Vediamo  come  questa  trovi  una  facile  appli- 
cazione alle  superficie  coniche.  Un  cono  dicesi  circo- 
scritto ad  una  superficie  curva,  quando  viene  generato 
da  una  retta  che  passando  per  un  punto  fisso  maoresi 
tangenzialmente  alla  superficie.  Sieno  Xo ,  y^y  x^  le  coor- 
dinate del  vertice  preso  in  un  punto  del  piano  tangente 
e  da  questo  punto  si  conduca  una  retta  al  punto  di  con- 
tatto (x,  y,  x)y  Tequazioni  della  generatrice  saranno 

§  — a?o  Xo'-a:  17  —  yo  y«— y 


e  per  quanto  si  é  detto  alla  fine  dell''antecedente  parag. 
le  P,  Q,  R  saranno  incluse  nella  frazione 

POR 


x^x^       y—  y«       «—  Xt 
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d'onde  reqnationi  detta  direttrice  saranno 

* 

tf  c=r  o,  {x — aro)  Dxtt  H-  (y— y©)  Dyti  -^  (*— ^o)  DjW  c=3  o 

quindi  per  ottenere  l''eqnazione  della  richiesta  superfi- 
cie conica  basterà  eliminare  le  jt,  y,  z  fra  T  equazioni 
trovate  della  direttrice,  e  della  generatrice. 

Supponiamo  per  una  qualche  applicazione  che  l'equa- 
zione ti  es  0  si  riduca  ad  una  superficie  del  second'^or- 
dine  della  forma 

Ax»  -+-  Bya  4-  C«*  •+-  %Oyz  M-  2Ea?x  -4-  2Fdtry 

-f>2Gx  +  2Hy+2k  — K=i  o 
si  avrà 

Djrif  =  2(kx  +  Er  -H  Fy  H-  G) 
D^  rt»  2(By  4.  Di«  +  Far  «h  H) 
D,tt=  2(Cr  ^-  Dy  ^  Ex  -*- 1  ) 

d'onde  Teqnazione  della  direttrice  direrrÀ  per  V  eqna-r 
ziooe  della  superficie^ 

(AoPo  -f-  Ejfo  H-  Fy^  -H  G>  J?  4-  (Byo  H-  D*o  ■+-FjPo  •HH)y 
-h(C«o  -l-Dyo  4-  Exo  -H I)  JK  -H  GjTo  4-  Hyo-4-I«o— K=o 

Che  se  nella  stessa  equazione  della  direttrice  si  sostitui- 
scano i  yalori  di  x — Xo  ,  y*-yo  9  jk— «o  desunti  dalla 
generatri.ce  si  troverà  iq,  forza  della  precedente  equazione 

(A?4-B?4-F»H.6)ar4-(B)^-4.DC  +  F?  +  H)y 
4-(C?H-Dì7  +  E5M-I)«  +  G|  +  H)H-If  — K  =  o 

quindi  ponendo  per  brevità 


A|^E?H-FiB-hG     „        Bn-<-D{;4-F5-i.H 


G§  -h  Hia  4-  I?  —  K  '  G?  4-  Hij  4.  IC  —  K 

C?-hD>7  4-E?4-I 


N  =  — 


39 
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ed  ÌQsusme 

Aa;,-HEz,H-Fy.-MT        ^    Byo-4-Dz.-f.Fj.-fll 
'""     Oxo+Hy.-t-Iz.— K'      *~"     Gx.-HHy«H-k.-I 

„  Cto  H-Dy.-t-  Ex.  +  I 

PI  j    CES    MB»  ■  ^ 

Gx^  -4-  Hyo  -H  I^o  —  K 

le  due  ultime  equazioni  si  trasformeranno  in 

% 
Lx  H- My -f- Njs  «=>  1  ,        LiX  +  Miy  +  NiX  <=  < 


Di  più  dall^eqnazioni  della  generatrice  abbiamo 

§-*g        17  — y    _ C  — g 
^o  -T  «        Vo  —  y       «o  --■  « 

dalle  quali  possiamo  ancbe  ricayare 

(?~x)L        (u-y)M        (S-z)N 


(a:^—  »)£.        (yo—  y)M,        {z^—  «)N. 

quindi  facendo  nelle  respettive  frazioni  eguali  U  sommi 
di  tutti  i  numeratori,  e  la  somma  di  tutti  i  denomiaa- 
tori  avremo  due  altre  frazioni  eguali,  le  quali  si  ridur- 
ranno semplicemente  ad 


L«o  -h  Myo  -h  N;Jo  —  1        Liar^  H-  M,yo  -H  Njr^  —  1 
Avvertendo  in  fine  cbe 

La?,  «i-  Myo  -hNjj,  —  1  =  L.?  -H  M|Ij  h-  Ni?  —  1 


si  avrà 

,§^.M.l3^.N,^1)»«(L,a?o^-M,yo^-N,^o-1)(^-HMl74.N^1) 

Tal'é  la  ricercata  equazione  del  cono  circoscrìtto  ad  una 
superficie  del  second'ordine,  e  sarà  esso  stesso  una  su- 
perficie conica  del  second'ordine.  Sostituendo  nuoTamente 
ì  yalorì  dei  sei  coefficienti  L ,  M ,  N ,  Lr  »  Mi ,  N,  e 
rappresentando  per  9(0?,  y,  x)  la  somma  di  tutti  i  ter- 
mini, dei  quali  risulta  T  equazione  della  superficie  del 
second'^ordine  otterremo  con  facilità 


E*o  +  Fy^4-G)|  -h  (Byo  -H  Dz^  +  Fj:^  -*-H)ii 


=  9  (to  ^  yo ,  iJfo)  ?  (?  »  >2 ,  ?) 

È  facile  di  determinare  il  luogo  geometrico  dei  punti 
di  contatto;  infatti  dalle  due  equazioni 

9(r,  y,  z)=  o  ,      L,x  +  Miy  •+•  Ni«  «»  1 

la  prima  delle  quali  appartiene  alla  superficie  del  se- 
condo ordine,  e  la  seconda  ad  un  piano,  si  deduce,  che 
la  linea  risultante  dairintersezione  di  queste  due  super- 
ficie sarà  interamente  situata  in  un  piano  :  alla  mede- 
sima conseguenza  si  giunge  col  fare  nell'equazione  del 
cono  circoscritto  §s=3X,  iQ&sy,  ^e=3js,  ciò  che  da 
primieramente 

ed  in  fine 

(Aa?o  -h.firo  H-  Fy^-H  G)  a:  4-  (By«  •+-  Dj^o  •+•  Fa?o  •+-  H)y 
H-  (Gafo  4-  Dyo  4-  Ej?o  -H  I)  ^  -H  Ga?o-hHyo+ko— K«=o 

la  quale  per  tutti  i  punti  j:,  y,  z  appartiene  ad  un  piano. 
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249.^  Si  rappresenti  la  precedente  eqiuttiont  della 
curva  piana  di  conlatto  sotto  la  forma 

OTe  a,  jS,  7,  9  sono  espresse  per  le  coordisate  20,  f^  :, 
del  vertice  della  superficie  conica.  Può  essere  die  m- 
i^ce  del  vertice  del  cono  sia  dato  il  piano  della  cuna 
di  contatto:  in  questa  ipotesi  per  la  determinazione  Uk 
coordinate  del  vertice  si  avranno  le  equajeiom 


ec 

Aa;,  4- Exo -4- Fy, -+- a 

7 

"^  Ciò  -H  Dy.  •+-  Er,  -H  I 

P 

By.«4-Dx.'^Fx.-4.U 

1 

Gz.  •+.  Dy. -+- £i>.  +  I 

» 

Gr,  -H  H  /„  H-  Ij.  -  K 

7 

"*  Cs, -j- Dtf,  ■+- Ero -♦-  I 

le  quali  risolate  rapporto  ad  x^^  y»  ,  x^  somministre- 
ranno i  valori  delle  medesime  coordinate  del  vertice:  k 
quaniiti  date 

«       fl       « 

7       7       7 

foasoDO  «Mei»  legate  fra  di  kwo  o  da  ona  sola  nkzioK 


7       7 
od  anche  da  dae  relazioni 


\y         y         y/         •       'Vy '     7 '     y/ 

In  amhedae  i  casi  la  sostitozione  dei  valori  di  —  ,  — ,- 

7     7    1 
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àtkvk  il  laogo  geometrico  dei  vertici  della  superficie  co* 
tiica  circoscritta,  della  quale  il  piano  della  curva  di  con* 
tatto  è  soggetto  ad  una^o  a  due  delle  date  condizioni 
Questi  risultati  si  potranno  enunciare  ael  modo  se- 
guente (*). 

I.  Se  il  piano  deRa  curva  di  -oentatte  si  muove  in 
modo  che  i  coefficienti  della  sua  equazione  soddisfino  ad 
una  data  condizione,  il  vertice  della  superficie  conica  per- 
corre una  superficie  del  grado  medesimo  di  questa  con- 
dizione. 

II.  Se  il  piano  della  curva  di  contatto  si  muove  in 
modo  che  i  coefficienti  della  sua  equazione  soddisfino  a 
due  date  condizioni,  il  vertice  della  superficie  conica  per- 
corre una  curva,  che  ò  l'intersezione  delle  -due  super- 
ficie  del  grado  medesimo  di  queste  due  condizioni. 

Per  brevità  tralasciamo  di  presentare  delle  applica- 
zioni di  queste  due  proposizioni ,  e  ci  Armeremo  al- 
quanto nell'equazione  del  cono  circoscritto  ad  un'^elli^ 
soide  data. 

250.O  Se  giusta  il  consueto  a,  &,  e  sieno  i  semiassi 
principali  di  un'ellissoide,  la  sua  equazione  con  l'ori- 
gine al  centro,  e  con  gli  assi  ortogonali  paraHeli  ai  se* 
miassi  principali,  sarà 

a?*       y*        «• 

—  4-7--  -4-—  ===1 
i  a»        ó>        e» 

d'onde  per  le  due  funzioni  9(ro^  Jfo ,  Xo)  f(^  )7  «  ?)  ri- 
sulterà evidentemente 


(*;  Giorgiui,  Superficie  del  secondo  grado  pag.  4'* 
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e  p^ciò  la  ricercata  equazione  del  cono  circoscrilto  sari 

V  a*  4»  e*  / 

\  a*  i*  e»        /Va*        6*       e»      / 

Per  una  differente  supposizione  di  casi  particolari,  qiK- 
sta  equazione  si  ridorrà  facilmente  ad  altre  equanoii 
note;  cosi  se  Teilissoide  si  riduca  ad  una  sfera  di  rag- 
gio a ,  e  che  l'asse  dei  cono  coincida  con  Tasse  delle  :, 
si  avrà  a=sb=s  Cj  ^o  es  o  ,  y»  =  o  ,    d'onde 

(lo?  —a»)»  =-  (§*  +  ig*  ^  ?*  —  «»)  («.«—  •*) 
OTYero 


la  quale  appartiene  ad  un  cono  circolare.  Riprendeolo 
poi  la  primitiva  ipotesi  che  a ,  i ,  e  sieno  fra  di  loro 
differenti;  V  equazione  della  superficie  conica  si  polii 
presentare  anche  sotto  la  forma 

C-=^)"-('-=^)"+('-=^)" 

Qui  pure  per  atssies*  e  ,  otterremo  semplicemente 

«  a»  ((§  —  «.)»  -4-  {»j  —  y,)»  -♦-(?  —  «.)»  ) 
£  assai  Cucile  di  redere,  che  il  primo  membro  e^rìw 
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il  doppio  delFarea  triangolare,  della  quale  due  lati  sono 
le  rette  che  dal  centro  delta  sfera  si  conducono  ai  punti 
(if  ^9  ?)  (^o  )  Vo  y  ^o)  ed  il  terzo  lato  sarà  la  distanza 
dei  medesimi  punti,  Per  brevità  tralasciamo  di  fare  al- 
tre applicazioni  per  le  due  iperboloidi,  e  per  le  due  pa- 
raboloidi rappresentate  da  equazioni  di  già  richiamate 
ai  parag.  299».  .201. 

251.<>  Per  un  cilindro  circoscritto  aduna  superficie 
curva^  se  sieno  a,  /9,  y  gli  angoli  formati  dalla  gene-* 
ratrice  rettilinea  con  i  tre  assi  ortogonali,  si  avrà  per 
Tequazioni  della  generatrice 


cos  a  cos  /3  cos  7 

quindi  come  si  ricava  dallo  stesso  parag.  242  potremo 
prendere  per  le  P,  Q,  R  le  frazioni 

POR 


cos  ce         cos  /3  cos  y 

d^onde  Tequazioni  della  direttrice  si  ridurranno  ad 

uoB  o,        cos  a Dxu *H  cos /3 Dyu -f- cos 7 DjU la:^  o 

Eliminando  adunque  le  coordinate  x^  y,  x  fra  V  equa- 
zioni della  generatrice,  e  della  direttrice  si  giungerà  ad 
una  equazione,  la  quale  contenendo  le  sole  §,«7,  ?rap* 
presenterà  la  superficie  cilindrica  in  questione.  Se  qui 
pure  si  prenda  una  superficie  del  secondo  ordine  come 
si  è  fatto  al  parag.  248;  l'^equaziòne  della  direttrice  di- 
Terrà 

(Acosa-+-  F  cos/3  -H  Ecosy)  x  +(Bcos/3-{-Dcos'y4-Fco8«)y 
•I-  (Gcos7+Dcos]9-)-Eco8a);sH-Gcosa-|-Hco8j34-Icos7fl&o 
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od  anebe  ordiiuuido  rapporto  a  eoa  ce  t  eoa  fi  ,  cos  7  b 
otterrà 

(Aj;  -f-  Fy  H-.  Ez  +  G)  cos  a  +  (Fx-f-By+Dr-|-H)cQi.: 

^- (Er -4- Dy -H  C« -H  I)  eoa  y  =  0 

Che  se  si  eliminano  cos  a ,  cos  /3 ,  cos  7  per  mesao  deb 
equazioni  della  generatrice  ,  e  si  rifletta  air  equazioie 
della  superficie  del  second'ordine,  verrà 


(A5  +  F1,  H-  E?  +  G)a?  -*-{F§  ^-Bu  4-  D^  H-H), 

e  ponendo  al  solito 

_  A§>4-Eg-HFig-4-G 

G?-hHi7-f-l?— K 

Bi2-M)gH-Fg-hH 
G5h-H>j+IS  — K 

N  Cg-^D>?  +  Eg-^I 

"      G§h-H>?^-I?— K 
ed  insieme 

A  cos  a  -4-  F  cos  ^  H-  E  cos  y 


L,-- 


Gcosa  -t-Hco$^4-l  eoa y 
BcosjS  +  Fcoscc-hD  cos  y 


M,  =  — — 

Gcosoc  +  HcosjS-f-Icoay 

^  Ccosy  +  Ecosa  +  DoosjS 

G  cos  oc  -h  H  cos  /3  -f- 1  cos  y 

Le  dne  equazioni  ordinate  rapporto  ad  x^  y,  z  dirernamo 
Ma:H.MyH-Ns  =  1  ,  L.x  +  M.y  4- N^j»  =  1 
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'    Ora  dair  eqaakioai  della  generatrice  ricaviamo  con  ft- 
ciiitàj  come  già  si  ò  fatto  per  le  soperficie  eonidie 

':_^)L-f-fa-y)M+(g-jg)N  ^  (§^ar)L,-^-(ig^y)M,-f-(g-%)N, 
cosa  +  M  cosjS  4-  Ncos  y      Licos  a -i-  Micos  /3  *H  NiCos  7 

le  quali  in  forsra  delle  pf^edenti  si  ridurranno  ad 

Lcosa  +  Alcos/3  -H  Ncosy      Licos  a  -H  M|C0B  j3  +  Nicosy 

•    ove  avvertendo  che 

Lcosa-f-M  co8^-»-Ncosy«kL,5  -i-M,i9-»-N,5— 1 
e  facendo  per  brevità 

Ai=3Acosft-hFco5/3+Ecosy ,  BisBcosjS-v-Fcosa-l-Dcosy 

G|S=<];cosy+Ecosa+Dcos^,  D|C=sG€Ofla--f-Hcos/S-Hlcosy 

verrà  dopo  facile  riduzione 

<A.§H-ll.i2-A-C.5  +  D,)« 


?(i>9«?) 


AjCoS  U  -H  B,cos  /3  H-  C|COS  y 


TaFò  Tequazione  del  cilindro  circoscritto  ad  una  super- 
ficie qualunque  del  second^ordine/Qui  pure  il  luogo  geo- 
metrico dei  punti  di  contatto  è  una  curva  piana,  e  di 
secoùd'ordìne  come  si  vede  chiaramente  col  fare  ^^^a^ 
iQ  ssy  ^  ^  sssz^  ove  la  serie  dei  punti  di  contatto  tro- 
vasi nella  superficie  del  secondo  ordine. 

Supponendo  che  la  superficie  del  secondo  ordine  si 
riduca  ad  un  ellissoide  di  semiassi  principali  a ,  &,  ^  ; 
Tequazione  del  cilindro  circoscritto  sarà  evidentemente 

/^cosor    >7cos/3    fcosyx* 

§»         ij»        C*  \    a>         ò*         c>    / 

_-f.  — ,4-__  1—3  ■ 

a*        4*         c>  cosvk    cob*^    cos*y 


4   • 
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ove  chiamando  r  una  distanza  thè  del  centro  ftlTcHii- 
soide  si  conduce  ad  un  punto  della  medesiau,  panUe- 
lamente  alla  generatrice  del  cilindro,  verrà 


1 


cos*«       co8»/3       co8*y 

4-  — -- 


e  perciò  si  ridurrà  ad 

/§cosa       >?cos^       fcosyy  ^       §»       17»^       ^«.  f 
V  a*  ó»  e*    /      "^  o*^       4*         e* 

Sotto  qualche  altra  forma  più  semplice  si  potrebbe  que- 
sta equazione ,  ma  per  brevità  tralasciamo  di  fare  boo 
solo  questa ,  ma  ben  anche  in  particolare  per  le  altre 
superficie  del  second'ordine. 

252.^  Parliamo  brevemente  delle  superficie  conoidi 
circoscritte.  Supponendo  che  Tasse  della  superficie  si  con- 
fonda con  Tasse  delle  x^  e  che  la  generatrice  sia  paral- 
lela al  piano  delle  x  y,  l'equazioni  della  generatrice  sa- 
ranno come  si  é  veduto  al  parag.  243 

Per  le  qaantità  P,  Q,  R  si  trova 

X         y 

d'onde  l'equazioni  della  direttrice  saranno 

tt  =  o  xDjtU  •+•  yD,u=  o 

e  per  conseguenza  eliminando  le  coordinate  or,  y,  s  del 
punto  di  contatto  fra  l'equazioni  della  generatrice,  e  ddlt 


*        I 
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direttrice,  otterremo  la  richiesta  equazione  della  fiuper- 
£cie  conoide  circoscritta.  Cosi  chiamando  :B|,  yi, jK|,  le 
coordinate  del  centro  di  un  ellissoide  prendiamo  la  sua 
equazione 

(x  —  j?i)'      (y~yi)'  ^  (g  —  g^)*  ^  ^ 

a*  A*  e*    ' 

ai  avrà 

l{T^x,)  «.._2(y-y,) 

a' 


d'onde  la  seconda  equazione  della  direttrice  diverrl 

x(x^oc^      y(y— yi) 


o 


a» 


ove  sostituendo  al  rapporto  di  x  ad  y  quello  di  §,  ad  )9 
verrà  ancora 

Per  eliminare  con  più  facilità  le  a; ,  y ,  2  avvertiremo 
che  da  questa  ultima  equazione  si  ottiene 

a:— n      y— yi     nl^-JCi)  — 5(y--»«)       yi^  -r-  Tyi? 


(^) 

3     5;— =31    - 

ll^_!?l 

0» 

Inoltre  dalla  medesima  abbiamo 

X— j?, 

y  — yi 

V      a» 

+  ^ 

—  y.l 

*l)i 

U»  /        V    «»  /  ai  Va»        i»  / 

Bs  *^  da  ^     ■■    ■■        ^ 

Va»  "nr»/ 
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ove  sostituendo  ^  inrece  di^z  ,  ed   egaagtiondo  fra  di 

loro  le  due  differeotl  trovate  espressioni  si  ricaverà 


a\h' 


e-^)(-*^^ì 


Onesta  equazione  appartiene  alla  superficie  conoide  cir- 
coscritta all'^ellissoide;  ove  l'^asse  della  conoide  si  con- 
fonde con  l'asse  delle  z. 

253.^  Parliamo  infine  della  circoscrizione  delle  sa- 
perfide  di  rivoluzione.  Quando  Y  asse  di  rotazione  sia 
l'^asse  stesso  delle  z ,  allora  come  si  é  veduto  al  para- 
grafo 244,  la  sua  equazione  sarà 

Ora  ritenendo  per  x ,  y  ,  jc  le  coordinate  di  un  pnata 
qualunque  della  linea  di  contatto^  e  per  ^,  n;,  ^  le  coor- 
dinate di  un  punto  della  generatrice,  avremo  simolU- 
neamente 

§»  -^  )j«  =  re»  -I-  y«  ,        ?  =  ìk 

Le  quantità  P,  Q,  R  saranno  date  dalle  frazioni 

P  Q 

~— ,        R==o 


d'onde  l'equazioni  della  direttrice  saranno 
u  e=  0  yDatt  —  a:Dyti  =:  o 

La  consueta  eliminazione  delle  x,  y,  z  fra  V  eqfuazioni 
della  direttrice ,  e  della  generatrice  darà  in  ultimo  U 
ricercata  equazione  della  superficie  circoscritta. 

Per  una  qualche  applicaziene  prendiamo  come  sì  è 
fatto  per  le  superficie  ooaoidl  un  ellissoide  generala 
dalla  rotazione  di  un  ellissi  attorno  Y  asse  delle  z ,  la 
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«aa  equazione  ipoti;à  essere  della  forala 

(g-  X,)*      (y  —  y.)'  ^  (*  —«i)*       . 

a»  a*  e» 

decade 

a»  "^  a» 

«  perciò  la  seconda  delPeqaa2Ìone  della  direttrice,  di^ 
l'arra 

d'onde  avvertendo  anche  all'equazioni  della  generatrice 
ricaveremo  con  facilità 


Inoltre  dallo  stesso  rapporto  di  frazioni  abbiamo  egnal- 
mente 

a;  — rr,        V —Vi  ,    .     l/^?'-4->j» 

■    ..i*  SIS.    — — — .     s^  —    1    2C  3 


xi  y,  l/ari>H-yi 

come  d'altronde 

^i  yi  l^a?i*-hyi'      '^~e  l/"a?4»H-y,» 

dunque  formando  eguaglianza  fra  i  due  valori  delle  fra- 
zioni, ed  elevando  al  quadrato  verrà 

!        Eseguendo  gli  indicati  sviluppi^  e  trasponendo  nel  se- 
I        eondo  membro  il  doppio  prodotto  ed  elevando  di  nuovo 
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al  quadrato,  si  otterrà 

Qaesta  equazione  rappresenta  una  superficie  di  rirolch 
zione  circoscritta  ad  un  ellissoide  parimente  di  rivolu- 
zione attorno  il  comune  asse  delle  z,  ed  ove  art,yi,ii 
sono  le  coordinate  del  centro.  Oltre  le  superficie  circo- 
scritte, si  potrebbero  considerare  più  generalmente  le  su- 
perficie conosciute  sotto  il  nome  di  Inviluppi^  rappresen- 
tate o  da  equazioni  finite,  o  da  equazioni  a  derivale  par- 
ziali, ma  i  limiti  di  già  oltrepassati  nella  compilazione 
di  questa  Opera  non  ci  permettono  di  entrare  in  qae- 
sta teoria,  e  possono  consultarsi  in  particolare  le  Opere 
di  Monge,  ed  i  trattati  del  sig.  ab.  Moigno,  e  del  sig. 
Le  Boy  ove  questa  materia  é  chiaramente  e  diSossi- 
mente  esposta. 


CORIVZIONI 


Nella  pagina  374  ttiraltima  linea,  avanti  la  nota  invece 
di  dire  «  un  contatto  dello  stesso  ordine  »  dicasi  «  un 
contatto  di  ordine  inferiore.  » 

Pag.  433  neirultima  linea  alla  fonnola 
a(sen  «  cos  2u  —  sen  3tf) 

si  sostituisca 

a(3  sen  «  cos  2u  — -  sen  3u) 
^cos  2tf 

Nella  pagina  479  alla  prima  linea  fino  alta  settima  si 
sostituisca  come  segue  : 

Se  dalla  somma  delta  prima»  e  della  terza  si  sottragga 
il  doppio  della  seconda,  si  otterrà  l'equazione 

la  quale  non  può  essere  soddisfatta  che  dai  valori 


0S8EBV AZIONI   DA  FARSI  AL  PARAO.  ai. 

L'argomento  t  dell'espressione  immaginaria  a  -f  /3l^ — 1 
determinato  dalla  fonnola 

tang  t  =  — 
a 

rimane  in  generale  di  valor  finito  per  cesso, /3so,. ma 

non  si  escludono  i  casi  di  — ^=0,  e  di  — s=soo ,  nei  quali 

o  o 

hanno  egualmente  luogo  tutti  gli  ottenuti  risultati . 
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